Problemas de Geometria Algebraica
Hoja 3 — Variedades proyectivas

1. Demostrar que los conjuntos algebraicos proyectivos de P™k verifican las siguientes propiedades:

(a) V(0) =P"k;

si denotamos por R* al ideal generado por {xy,...,x,}, entonces V(RT) = ();

si S C S CEk[zog,...,zn], entonces V(S') CV(S);

si S C kl[zg,...,z,) e I es el ideal (homogéneo) generado por el conjunto Sy, de componentes
homogéneas de polinomios de S entonces V(S) = V(I) = V(Radl);

)

c) sip=<ag,...,a, >EP"ky a; # 0, entonces V({x; — a; 'a;z;}o<j<n, j2i) = {p}
)
)

2. Si X C P"k, se denota por I(X) al conjunto {f € k[zg,...,x,]; ¥p € X,p es cero de f}.

(a) Probar que I(X) es un ideal homogéneo radical de k[x, . .., Z,].

Si X CY C Pk, entonces I(Y) C I(X).

Si <ag,...,a, >€ Pk y 3i; a; # 0, entonces I(< ag, ...,a, >) = ({z; — ai_lajxi}ogjgn).
%

)
)
(d) I(0) = k[zg,...,zn], y si k es un cuerpo infinito, entonces I(P"k) = 0.
) Si V es un conjunto algebraico proyectivo, entonces V(I(V)) = V.
)

Si I es un ideal homogéneo de k[xo,...,z,], entonces Radl también es un ideal homogéneo
contenido en I(V (I)).

3. Probar que la interseccién y la suma de ideales homogéneos y el producto de dos ideales homogéneos
de k[x1,...,2,] son ideales homogéneos. Probar que los conjuntos algebraicos proyectivos consti-
tuyen la familia de cerrados de una topologia en P"k. Dicha topologia se llama topologia de Zariski
de P"k. Probar que para cada i € {0,...,n} la inclusién A"k = U; — P"k es una aplicacién
continua.

4. Sea (ag,...,a,) € Z"1. Probar que {Gp} ez, donde G, es el conjunto de los polinomios cuyos
monomios son de la forma /\xgo - 2P con > o @i = p es una graduacion de k[z, ..., z,)].
Probar que si f € k[zg,...,z,] es homogéneo con esta graduacién, entonces Z?:o aimi% = df,
siendo d el grado de f.

Probar que si char k =0y f € k[zg, ..., z,]| estal que >, aixi% = df, entonces f es homogéneo.

5. Un cono en el espacio afin A"k es un conjunto algebraico afin definido por una familia de polinomios

homogéneos. Si V' es un conjunto algebraico proyectivo, se llama cono afin de V', y se denota C'(V)
al conjunto 7= 1(V) U {(0,...,0)} € A"k, donde

7 k"TN{(0,...,0)} — PE; (ag,. .., an) < A0y .-y Gy > .
Probar:

(a) Si V. = V(I), con I un ideal homogéneo propio de k[xo,...,z,], entonces C(V) = V(I)
A"k y por lo tanto es un cono, y si I = k[xo,...,2,], entonces C(V) = V(xg,...,2y)
{(0,...,0)} C A"k.

(b) Elideal I(V') coincide con I(C(V)) para todo conjunto algebraico proyectivo V.

[N

(¢) La aplicacién que a cada V algebraico proyectivo le asigna C(V') es una biyeccién entre los
conjuntos algebraicos proyectivos de P"k y los conos de A" 11k,

6. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Un cuddrica de P2k es una hipersuperficie proyectiva
V = V(f) definida por un polinomio homogéneo f € k[x,y, z,t] de grado dos.

(a) Si V es una cuddrica irreducible, jcudndo es posible encontrar un cambio de coordenadas
proyectivas v tal que (V) = V(at — yz)?

(b) Supongamos que V es la cuddrica V = V(xt — yz). Probar que V contiene a dos familias de
rectas (o variedades proyectivas lineales de dimensién uno) indexadas cada una de ellas por
P'k, v que por cada punto de V pasa exactamente una recta de cada familia.

(c) Probar que si L1, Ly y L3 son tres rectas disjuntas dos a dos de P3k, entonces existe una tnica
cuddrica que las contiene (sugerencia: Probar que por nueve puntos de P3k pasa siempre una
cuddrica, y que si tres puntos alineados pertenecen a una cuadrica, entonces la recta que pasa
por ellos estd contenida en la cuddrica).



