10.

11.

Problemas de Geometria Algebraica
Hoja 3 — Bases de Groebner

Hallar exp< f, in< f y ordenar los monomios de f en sentido decreciente cuando

”

(a) f=a3y*+2° €kz,y]y “<” es el orden “<;.,” y también cuando es “<g.,” con z > y;

(b) f=a3+ay € k[z,y] vy “<” es “<jer” con x >y y también con y > x;

(¢) f = dzy?z 4 42% — 523 + 72?22 € klz,y,2] y “<” es alternativamente “<;.,”, “<ge,” y
“<g'r'evleac’7 con z >y > .

Los cocientes y el resto de la division dependen del orden de los polinomios. Sea “<” el orden
lexicografico con & >, yen N2, f1 =42 — 1y fo = zy — L.

(a) Dividir f = 2%y + zy* + y* entre fi, fo.

(b) Dividir f entre fs, f1 (en ese orden).

Los cocientes y el resto dependen del orden monomial. Sean f =x"y?> + 23> —y+ 1, fi =zy’> — 2
v fo=2 -y’ €klz,y].

(a) Dividir f entre f1, fo usando el orden lexicogréfico con & >jcs y.

(b) Dividir f entre f1, fo con el orden lexicogréfico inverso con & > grepies Y-

El algoritmo de divisidn (por si solo) no resuelve el problema de pertenencia. Sea f1 = xzy+1, fo =
y?—1€ klzr,y]y f = 2y?> —x. Comprobar que f € (f1, f2) y que sin embargo el resto de la divisién
de f entre fi, fo con el orden lexicografico (x >, y) es distinto de cero.
Dividir f = xy?2? + 2y —yz € k[z,y, 2] entre fi =2 —y?, fo=y — 23, f3 =22 -1

”

(a) usando “<jep” CON T >y Y Zieq 25
(b> usando “Sgleav77 con x Zglez Yy Zglea: Z3

(C) usando “<g'r'e’ulex” con r Zgrevlex Yy zgrevlew Z.

La divisién de polinomios es lineal. Sea “<” un orden monomial y f1,..., fs € k[z1,...,z,]. Probar
que si q1,...,4s,7, T€Sp. ¢i,...,qs, ", son los cocientes y el resto de la divisién de f resp. f’ entre
fi,..., fs, entonces Aq1 + ugi, Ags + pgl, Ar + pr’ son los cocientes y el resto de la divisién de
Af 4+ pf’, donde A\, u € k.

Probar que si I C k[z1,...,z,] es un ideal monomial, pongamos generado por los monomios
1

s . ’ . . . e, . .
x* ..., X%, entonces f € [ si, y s6lo si el resto de la divisién (para un orden monomial cualquiera)

1 E]
de f por x* ,..., X% es cero.

Consideremos en N3 el orden lexicografico con & >jep § >iew 2-

(a) Probar que {x + 2,y — 2z} es una base de Groebner del ideal que generan.
(b) Probar que los cocientes de la divisién de f = zy por f; = x + z, fo = y — z son distintos que
los de la divisién de f por fo, f1.

Calcular una base de Groebner para el orden lexicografico con x >, y del ideal

I = (23 =2y, 2%y — 2y + ).

Calcular una base de Groebner de los ideales I = (z2y —1,29y*> —2) y J = (v — 2%,y — 2°) de k[x, 9]

”

(a) para el orden “<;.,” con = >jeq ¥;

(b) para el orden “<ge” con & <geq Y-

Determinar si el polinomio f = xy® — 22 + y® — 23 pertenece al ideal I = (—23 + y, 2%y — 2) de
K[z, y].



