Variedades algebraicas

1.3. Teorema de los ceros de Hilbert

Cualquiera de los tres enunciados siguientes se conoce como teorema de los
ceros de Hilbert (o nullstellensatz).

(1.3.1) Teorema. (version débil). Sea k algebraicamente cerrado. Si I

es un ideal propio de k[x1, ..., z,|, entonces

V(I) # 0.
(1.3.2) Teorema. (versién algebraica) Si k — K es una extensién de
cuerpos tal que K = klay,...,a,], vy k es algebraicamente cerrado, entonces
K =k.
(1.3.3) Teorema. Sik es algebraicamente cerrado e I es un ideal de k[z1, . . ., z,],
entonces

I(V(I)) = RadI.

(1.3.4) Veamos en primer lugar que los teoremas (1.3.1) y (1.3.2) son equi-
valentes.

(1.3.1) = (1.3.2). Sik — K es una extensién de cuerpos y K = klay, .. ., &y,
entonces, en virtud del primer teorema de isomorfia aplicado al epimorfismo
de anillos

klzi,...,z,] — K; z;— a0 € {1,...,n}

tenemos que
K= k[xl,. . ,xn]/m

donde m es el ideal maximal niicleo de dicho epimorfismo.
Por (1.3.1), existe (ay,-..,a,) € V(m). Ademds, dado que

mCI(V(m)) CI({(a,...,a,)}) =(x1—a1,...,x, —a,) # k[x1,...,Ty4)
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y m es maximal, se tiene que m = (z; — a1,...,%, — ay,), y por lo tanto
V(m) ={(a1,...,a,)}
Luego m es el nicleo del epimorfismo

klxy, ...,z — k; fr— f(ay,...,a,),
y de nuevo por el primer teorema de isomorfia,

k= k[xq,...2,)/m=2 K.

(1.3.2) = (1.3.1). Si I # k[xy,...,x,], entonces existe un ideal maximal m
tal que I C m. Luego K = k[zy,...,z,|/m es un cuerpo.

Denotemos &; a la clase de z; en el cociente para cada i. Entonces K =
k&1, ..., &), vy K = k por (1.3.2), o sea, para cada i existe a; € k tal que
& = a; en K. Luego z; — a; € m para cada 7, de donde

(x1— a1, ., Tp—ay) Cm

y por la maximalidad de (z; — a1,...,Z, — ay,), este ideal coincide con m.
Por tanto,

V) D V(m)=V(zy —ay,...,Tn —a,) = {(ag,...,a,)} #0.

(1.3.5) Por otra parte, (1.3.1) es equivalente a (1.3.3).

En efecto, si k es algebraicamente cerrado e I(V (1)) = Radl para cada ideal
I de k[zy,...,z,], entonces las aplicaciones

{V C A"k; Vcjto. algebraico afin} SN {I; I ideal radical de k[x1,...,z,]}
Vv — I(V)

y

{I; I ideal radical de k[zy,...,z,]} N {V C A™k; V cjto. algebraico afin}
I — V(1)

son inversas una de la otra por (1.1.9) y porque I(V(I)) = Radl = I para
todo ideal radical I.

Luego V es una biyeccién, y dado que V (k[z1,...,z,]) = 0, si I es un ideal
propio de k[z1, ..., x,], entonces V (I) # 0.

Reciprocamente, sea k algebraicamente cerrado y asumamos que V (J) # ()
para todo ideal propio J de k[zy,...,z,|. Si I es un ideal de k[zy,...,z,],
por el teorema de la base de Hilbert existen fi,...,f, € I tales que I es
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1.3. Teorema de los ceros de Hilbert 19

el ideal (fi,..., fn). Por (1.1.7.8), para probar que I(V(I)) = Radl, basta
comprobar que I(V(I)) C Radl.

Sea ¢ un polinomio que se anula en todos los puntos (ay, - - ., a,) € A"k donde
se anulan fi,..., f, simultdneamente, y consideremos el ideal

J=(fr,- s foyTuy19 — 1) Cklzy, ..., Tn, Tpiq]-

Entonces V(J) = 0, porque si existe

(a’la < oey On, an—H) € V(J)’

entonces f;(ai,...,a,) =0 para 1 <7 < n, de donde g(ay,-..,a,) =0, pero
an19(as, ..., a,) = 1.

Aplicando la hipétesis, el ideal J tiene que coincidir con k[z1, ..., %y, Tni1],
y por lo tanto existen hy, ..., h,, h € klx; ..., 2,, x,11] tales que

1= th’fi + W Tny19 — 1).

i=1

Sustituyendo formalmente z,; por 1/y, se obtiene

1= hilwr, oy, 1/y) il - )
=1

(@, 2 1) (@ 2n) Y — 1) -

Multiplicando formalmente por y?*!, donde p es el mayor de los grados de
h,hi,..., h,enz, 1, yllamando b}, resp. A, al polinomio y?*h;(z1, ..., z,,1/y),
resp. yPh(x1, ..., Tn, 1/y), de k[x1, ..., z,,y] tenemos

n
yPH = Z iz, ooy Ty y) fil@1, - oy Tn)
i=1
+hl($1; sy xnay)(g(xla cee ,l’n) - y)
Sustituyendo y por g obtenemos
n
gp-l-l — z h;lfZ c I,

i=1

donde
bl = k1, T, g(T1, -, Ty)) € K[T1, ..., T0)].

Luego g € Radl.
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Antes de demostrar el teorema de los ceros (versién algebraica) introducire-
mos los conceptos de médulo y de integridad sobre un anillo.

(1.3.6) Definicién. Sea A un anillo conmutativo. Un A-mddulo es un gru-
po abeliano M dotado de una ley de composicion externa

i AXM—M

que verifica
alm+m') =am+am’ paratodoa € Ay m,m € M;
(1.3.6.1) «of " ! d A e M
a-+a)m=am-+am para todo a,a € Ay me& M;
1.3.6.2 ! ! d "e A M
aa' )m = a(a'm) para todo a,a” € Ay m € M;
1.3.6.3 ! ! d e A M
m = m para todo m € M.
1.3.6.4) 1 d M
(1.3.7) Ejemplos. Si A es el anillo Z de los enteros, entonces todo grupo

abeliano M es un A-médulo. Luego los Z-mddulos son exactamente los
grupos abelianos.

Si A es el cuerpo k, entonces los A—mddulos son exactamente los k—espacios
vectoriales.

Si A es un anillo, entonces A es un A—mddulo con la multiplicacion de A.
Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Si M es un B-médulo,
entonces M es también un A-moddulo por restriccion de escalares, es decir,
con el producto dado por am = f(a)m para todo a € Ay todo m € M.

(1.3.8) Un subconjunto N del A-médulo M se dice que es un submddulo
de M si N es un A-médulo con las operaciones restringidas de las de M, o
equivalentemente, si

(1.3.8.1) N#£0,y
(1.3.8.2) an+a'n' € N para todo a,a’ € Ay todon,n’ € N.

(1.3.9) Ejemplo. Tanto {0} como M son submédulos del A-médulo M.
Los submddulos del A—mddulo A son exactamente los ideales de A.
Si {N;}ier es una familia de submddulos de M, entonces la interseccién

Ak
i€l
y la suma
,
Y Ni={meM;Ji,....i, € I,n; € Ny,m=> n;}
i€l =

son subméddulos de M.
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1.3. Teorema de los ceros de Hilbert 21

(1.3.10) Sea M un A-médulo y N un submédulo de M. Dado que en
particular N es un subgrupo normal de M (M es grupo abeliano), podemos
construir el grupo (abeliano) cociente M/N. Dicho grupo cociente tiene
estructura de A-moédulo con el producto dado por am = am, y se denomina
A-mddulo cociente.

(1.3.11) Definicién. Sean M y N A-médulos. Un homomorfismo de A-
mddulos o A—homomorfismo es una aplicacién f : M — N tal que

fm+m) = f(m)+ f(m') . flam)=af(m)

para todo a € Ay todo m,m' € M.

Si el homomorfismo f es inyectivo, resp. sobreyectivo, resp. biyectivo, se
dice que f es un monomorfismo, resp. epimorfismo, resp. isomorfismo de
A-médulos.

(1.3.12) Si f: M — N es un A-homomorfismo, entonces
Kerf = {m € M; f(m) = 0}
es un submaédulo de M e
Imf={neN;3Ime M, f(m)=n}
es un submédulo de N.

(1.3.13) Un conjunto de elementos G C M se dice que es un sistema ge-
nerador del A—-mddulo M si para todo m € M existen ay,...,a, € Ay

mq,...,my, € G tales que
n
m = E a;m;.
i=1

Se dice que M es finitamente generado si existe un sistema generador finito
G de M.

Aunque M sea un A-médulo finitamente generado, sus submddulos no tienen
por qué serlo. Por ejemplo, sea A = k[x;];cr el anillo de los polinomios en
las (infinitas) indeterminadas {x;};en con coeficientes en k. Entonces A estd
finitamente generado como A-médulo pues, por ejemplo, {1} es un sistema
generador, y sin embargo el ideal I = ({z;});en no es finitamente generado,
porque en caso de serlo la cadena ascedente de ideales

(.'L']_) g (mla'rZ) g (xlaan'TS) g T

se estacionaria.
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(1.3.14) Definicién. Sea A un subanillo de B. Se dice que un elemento
b € B es entero sobre A si existe un polinomio ménico f € Alx] tal que

f() =0.
Todo elemento de un anillo A es entero sobre A.

(1.3.15) Lema. Sea A un subanillo del dominio de integridad B. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes para b € B:

(1.3.15.1) b es entero sobre A;
(1.3.15.2) A[b] es un A-mdédulo finitamente generado;
(1.3.15.3) existe un subanillo C de B tal que A[b] C C'y C es finitamente

generado como A-mddulo.

Demostracién. (1) = (2) Si b es entero sobre A, entonces existe un
polinomio ménico

f=a"4+a2z" '+ +a, € Alz]

tal que f(b) = 0. Luego

n

= —ab"

=1

por lo tanto para cada m > n existen di,...,d, € A tales que

" = z:: d;b"".

En efecto, por induccién sobre m > n, si b™ =Y >, d;b"~*, entonces
n - n . n . n .
P =0 dib" = b+ by dib" = dib" T =) " dyab™
i=1 i=2 =2 i=1
Luego {1,b,...,b" '} es un sistema generador de A[b] como A-mddulo.

(2) = (3) El propio C' = A[b] es un subanillo de B que tiene a A[b] como
subanillo y por hipétesis es un A-mddulo finitamente generado.

(3) = (1) Sea {c, ..., c,} un sistema generador de C como A-médulo. Dado
que bc; € C, existen a;1,...,a;, € A tales que

bCi = a;1€1 + ...+ a;pCp
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para 1 < i < n. Luego (ci,...,¢,) es solucién del sistema de n ecuaciones
lineales con n incégnitas Hx = 0 donde H es la matriz

b—an —aip -+ —ai,
—ag1 b—ag--- —ag,

H = C T | e Maap).
—0p1 —0n2 "'b_ann

Multiplicando por la matriz H* de los adjuntos de la traspuesta de H, y
teniendo en cuenta que H*H = det H I,,, donde I, es la matriz identidad, se
tiene que

C1 (&1 C1
det H | =detH I, | =H"H | =0.

Cn Cn Cn

Luego det Hc; = 0 para 1 <4 < n, y dado que el elemento 1 de C se puede
expresar como 1 = Y7  d;c;, con di,...,d, € A, tenemos det H = 0. Pero
el determinante de H tiene la forma

det H=0b0"+eb" 1+ +e,

con ey,...,e, € A, luego b es entero sobre A. O

(1.3.16) Corolario. Si A es un subanillo de B y {by,...,b,} son elementos
de B enteros sobre A, entonces Alby,...,b,] es un A-mdédulo finitamente
generado.

Demostracion. Inducciéon sobre n.
El caso n =1 es (1) = (2) del lema.

Supongamos que A[by, ..., b,—1] es A-mébdulo finitamente generado. Enton-
ces, dado que b, es entero sobre A y por lo tanto sobre A[by,...,b, 1], por
el lema anterior tenemos que A[by, ..., b, 1,b,] es un Afby, ..., b, 1]-médulo
finitamente generado. Luego A[by,..., b, 1,b,] es un A-médulo finitamente
generado (ver (1.8.9)). O

(1.3.17) Corolario. Sea A un subanillo de B. EI conjunto
C = {b € B;b es entero sobre A}

es un subanillo de B que contiene a A.
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Demostracion. Dado que todo elemento a de A es cero del polinomio
moénico x — a € Alz], tenemos A C C.

Si ¢,d € C, por el corolario anterior Alc, ] es un A-mdédulo finitamente
generado, y como ¢+ ¢’ y ¢ son elementos de Alc, c| se tiene que Alc, ] es
un subanillo de B que contiene tanto a A[c+ /] como a Alcc’]. En virtud del
lema, ¢ + ¢ y ¢’ son elementos de C. d

Demostracién. (del teorema de los ceros, versién algebraica). Vea-
mos que si k — K es una extensién de cuerpos y K = k[ay, . . ., ay], entonces
k — K es algebraica por induccién sobre n.

Paran =1, si k < k[ay] es una extensién de cuerpos entonces, por el primer
teorema de isomorfia aplicado al epimorfismo

klx] — klaa]; fr— faq),

el cuerpo k[ay] es isomorfo al cociente k[z]/(f), donde (f) es el ideal (prin-
cipal) de k[z] niicleo de dicho epimorfismo. Ademds, dado que k[oy] es un
cuerpo, tenemos que f es no nulo, y f(ay) = 0 en k[ay]. Luego k — k[ay] es
algebraica.

Supongamos que toda extensién de cuerpos k < k[a, ..., ay] es algebraica,
y sea

k— K =klog,ag,...,0541]
una extension de cuerpos.
Si denotamos por K; a k(ay), entonces K = Ki[ag,...,ans1], ¥ por la
hipétesis de induccién, K7 < K es algebraica. Luego paratodoi € {2,...,n+
1} existen a;1, . .., ap, € K1 no todos nulos tales que

-1

g ng
o +ano;t + -+ i, = 0.

Sea a € k[a;] un multiplo comin a los denominadores de todos los a;;.
Entonces, multiplicando por a™ para cada i,

(aci)™ + aag (acy) " + - + alai,, =0,

esto es, ac; pertenece al anillo de los elementos enteros sobre k[a;] para cada
1.

Como cada z € K = k[ay, . ..,a,11] es de la forma z = f(aq,...,a,41), con
f € k[xq,...,zp41], llamando p al grado de f en las variables zo, ..., 2,11
tenemos que a”z también estd en el anillo de los elementos enteros sobre
k[c]. En particular, esto es cierto para todo z € Kj.

Si a; no fuese algebraico sobre k, entonces K; es isomorfo al cuerpo de
fracciones de k[z], y el parrafo anterior contradice la afirmacién de (1.8.10).
Luego k — k[ay] — K es algebraica. O
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(1.3.18) Corolario. Sea k algebraicamente cerrado. La aplicacién que a
cada conjunto algebraico afin V' le asigna el ideal I(V') de los polinomios
que se anulan en todos los puntos de V' es una biyeccién entre los conjuntos
algebraicos afines de A"k y los ideales radicales de k[xy,. .., z,].

Su inversa es la aplicacion que a cada ideal radical I le asigna el conjunto
V(I) de los ceros de los polinomios de ese ideal.

Esta biyeccion se puede restrigir a una biyeccion entre los conjuntos algebrai-
cos irreducibles de A"k y los ideales primos de k[xy,...,z,], y ésta a su vez
a una biyeccion entre los conjuntos unitarios de A"k y los ideales maximales
de klzy,...,z,].

(1.3.19) Corolario. Sea k algebraicamente cerrado. Si f = f{*--- f es
la descomposicion de f en irreducibles, entonces

V(f)=V(f)u---uV(f)

es la descomposicion de V(f) en unién de irreducibles, y ademds

IV () = (fr--- 1)

Existe una correspondencia biyectiva entre hipersuperficies irreducibles de
A"k y polinomios irreducibles de k[z1, ..., x,] (salvo producto por constan-
tes).

(1.3.20) Corolario. Sea k algebraicamente cerrado. Si I es un ideal de
k[x1,...,zy], entonces V (I) es finito si, y sélo si dimy k[x1, . . ., x,]|/I es finita,
y en ese caso

#V(I) < dimy k[xq, . .., @,/ 1.

Demostracion. Sea
m = dimg k[z1, ..., x,]/1

y supongamos que pi,...,p, € V(I) son puntos distintos, con r > m.
Por (1.8.1), para cada ¢ € {1,...,r} existe un polinomio f; € k[x; ..., z,] tal
que

filpi) =1y fi(p;) =0 para j #i.

El conjunto de vectores

{Fiveo s oY SRz, xn]/ T

es un sistema libre, porque si Ai,..., A, € k son tales que >, _, Nifi = 0,
entonces » .., A;ifi € I, y por lo tanto

0= Z Aifi(pj) = A
i=1
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paral <j<r.

Esto estd en contradiccién con que la dimensién de k[zy,...,z,]/I es menor
que 7.
Luego V(I) es finito y su cardinal es menor que dimy k[z1, ..., z,]/I.

Reciprocamente, sea V(I) = {pi,...,pr}, donde p; = (ai,...,a;) para
1 <7 <r. Denotemos por f; al polinomio

T

[ [ — ai) € klz;]
i=1
para 1 < 57 <n. Luego

fi € I(V(I)) = Radl,

asi que existe m; > 0 tal que f;nj el

Sea m = max{my, ..., my,}.
Entonces f* € I, esto es, f* = 0 en k[zy,...,2,]/I. Como el grado de
Ji" es rm, tenemos que 7™ es combinacion lineal de 1,75,... ,xgm_l, y por

induccion sobre [, que x_é también lo es para todo [ > rm. Luego

Ji J
{1 - 28 Yo<ju,jn<rm—1

es un sistema generador de k[z1,...,z,]/1. O
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