Variedades algebraicas

1.5. Topologia de Zariski y espectro de un
anillo

(1.5.1) Dado que

(1.5.1.1) la unién de los conjuntos algebraicos afines V(I) y V(J) es el
conjunto algebraico afin V(1J),

(1.5.1.2) lainterseccién de una familia {V'(I,)}ac4 es el conjunto algebraico
afin V(3 cala) v

(1.5.1.3) tanto ) = V(k[x1,...,x,]) como A"k = V(0) son conjuntos alge-
braicos afines,

los conjuntos algebraicos afines contituyen la familia de cerrados de una to-
pologia en A™k.

(1.5.2) Definicién. A la topologia en A"k cuya familia de cerrados son los
conjuntos algebraicos afines se le denomina topologia de Zariski de A™k.

(1.5.3) Si V es una variedad de V, la topologia inducida en V por la de
Zariski coincide con la topologia cuya familia de cerrados son los conjuntos
algebraicos afines contenidos en V. A dicha topologia se le llama topologia
de Zariski de V.

La topologia de Zariski de A"k no coincide con la topologia usual cuando
k=Rok=C.

Por ejemplo, las bolas cerradas de AR con la topologia usual no son cerrados
con la topologia de Zariski, pues no se pueden descomponer como unién
finita de irreducibles de A’RR, que son ademds del vacio y el propio A?R los
conjuntos unitarios y las curvas irreducibles V(f) (ver (1.8.6)).

Otra diferencia viene dada por el hecho siguiente:

(1.5.4) Proposicién. Sea V una variedad afin. El conjunto

{D(f) =V\W(f); fekV]}
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es una base de la topologia de Zariski de V. De hecho, todo abierto es union
finita de abiertos de esa forma, y por lo tanto V es compacto.

Si k es infinito, cualesquiera par de abiertos no vacios de dicha topologia se
intersectan, asi que V' no es Hausdorff.

Demostracién. En efecto, U es abierto si y sélo si V\U es un conjunto
algebraico afin contenido en V', que en virtud de (1.2.6) es de la forma

V(fi, - fm) = W) N 0V (fim)-

Luego
U=D(fi)U:+-UD(fm)

Sea {Ui}icr un recubrimiento por abiertos de V. Para cada i € I, existen
fis-- -, fm; € k[V] tales que

v = v,

i=1

Consideremos la familia de ideales de k[V] generados por partes finitas del
conjunto

F} o

1<j<m;

Como k[V] es noetheriano, esta familia de ideales tiene un elemento maximal

J:(Ea"'af_m)a

donde V (f;) interviene en la descomposicién de Ui; para j € {1,...,m}. El
ideal .J coincide con el ideal generado por {f_ij}1<i§<1 (por la maximalidad
SJsmg

de J), asi que

U, C V.

V=JU = V({Fi Yer<i<m) = V() = U D(F) €
i€l j=1 j=1

Luego {Uj; }1<j<m recubre V.

Si D(f) # 0 # D(g), entonces
D(f) N D(g) = D(fq),

y fg# 0 dado que f # 0 # gy k[V] es un dominio de integridad.

Luego D(f) N D(g) # 0. O
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(1.5.5) La situacién anterior se puede generalizar a anillos que no sean el
anillo de coordenadas de una variedad afin.

Consideremos en el conjunto de ideales primos de un anillo A la familia de
subconjuntos de la forma

V(I) = {p; p es un ideal primo, I C p},

donde I es un ideal de A. Tenemos que V(0) es el conjunto de todos los
ideales primos de Ay V(A) es el vacio. Ademas,

VUV =VII) v (V) =V _ L)

a€cA a€A

Por lo tanto dicha familia de subconjuntos es la familia de cerrados de una
topologia del conjunto de ideales primos de A.

(1.5.6) Definicién. Sea A un anillo. Se llama espectro de A, y se denota
SpecA al espacio topoldgico formado por el conjunto de ideales primos de A
con la topologia cuyos cerrados son los conjuntos V(I), donde I es un ideal
de A. A esta topologia se le denomina topologia de Zariski de SpecA.

(1.5.7) Al abierto SpecA\V(I) se le denota por D(I), y si I es el ideal
principal I = (f), por D(f).

La familia {D(f)}sca es una base de la topologia de Zariski de SpecA, pues
D(I) = Use, D(f) para cada 1.

El espacio SpecA es compacto. En efecto, si {D(I;)},cs es un recubrimiento
por abiertos de SpecA, entonces

UDpw) = D).
jeJ
Si Zje ;1; # A, entonces existe un ideal maximal m que no pertenece a
Ubpm)=vO_ 5
jeJ jeJ

porque contiene a y ies Li-
Luego 1 € ZjeJ I; y por lo tanto existen j%, ey in€Jy aine I;, para cada
italesque l=a1+:--+a,. Luegole > ' I asique ) I, =Ay

n

Ubwu,) = D(Z I,) = D(A) = SpecA.

=1
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(1.5.8) Sea A un anillo. Denotemos, para cada conjunto X C SpecA, por
I(X) al ideal interseccién de todos los ideales primos pertenecientes a X.

Si X CY, entonces
IV)y=r<(p=1(X).
peY peEX

(1.5.9) Proposicién. Si X es un conjunto de ideales primos de A, entonces
V(I(X)) es la clausura de X en la topologia de Zariski del espectro de A.

Demostracién. Dado que I(X) es la interseccién de ideales primos de X,
todos los elementos de X contienen a I(X), y por lo tanto

X CV(I(X)).

Por otra parte, V(I(X)) es cerrado y si V(I) es otro cerrado que contiene a
X, entonces I C p para cada p € X. Luego

I1C()p=1(X),
peX

y de ahi V(I(X)) C V(I). O

(1.5.10) Definicién. Un subconjunto S de un anillo A es una parte multi-
plicativamente cerradasi 1 € S'y ss’ € S para todo s,s’ € S.

(1.5.11) Lema. Sea I un ideal y S una parte multiplicativamente cerrada
de A tales que I NS = (). Entonces el conjunto

M =1{J; Jidealde A,I C J,JNS =0}

tiene un elemento maximal. Ademas, dicho elemento maximal es un ideal
primo.

Demostracion. [ € M, luego M es no vacio. Si J; C Jy C --- es una
sucesion de elementos de M, entonces

es un ideal de A tal que JNS=0e I CJ.
Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal J de M.

Sia,be Ay a,b¢ J, entonces J estd estrictamente contenido en J + (a) y
en J + (b).
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Por la maximalidad de J, tanto J + (a) como J + (b) intersectan a S, luego
existen ¢, € Ay d,d" € J tales que

ac+d,bc +d € 8.
Como S es multiplicativamente cerrada,
S 3 (ac+ d)(bd' + d') = abed + acd' + bd'd + dd'.

Si ab € J, entonces (ac + d)(bc’ + d') € J — una contradiccién con que
JNS=90.
Luego ab ¢ J, y por tanto J es primo. u

(1.5.12) Corolario. Si I es un ideal propio de A, entonces existe un ideal
maximal de A que contiene a I.

Demostracién. Sea S la parte multiplicativamente cerrada {1}. Entonces
INS =0,y por el lema existe un elemento maximal J de M que ademds
es un ideal primo. Ese ideal J contiene a I y es maximal entre los que no
contienen a 1, esto es, entre los ideales propios de A. 0

(1.5.13) Corolario. Si I es un ideal propio de A, entonces
Radl = ﬂ{p; p es ideal primo , I C p}.

Demostracion. Sia € Radl, entonces existe n > 0talquea” € I,ya € p
para todo ideal primo p que contenga a I. Luego a € ({p; I C p}.

Reciprocamente, si
a€( {p; IC<p}

e I no intersecta a S = {a"},en, por el lema existe un elemento maximal
J de M que ademds es un ideal primo — una contradiccion, pues por ser
un elemento de M, J contiene a I y su interseccién con S es vacio, asi que
a ¢ J.

Luego SNI # (), y como I es propio, existe n > 0 tal que a" € I. Il

(1.5.14) Definicién. Un espacio topolégico X es irreducible si siempre que
X =ViUV,, con Vi y Vs cerrados, entonces o bien X = Vj, o bien X = V5.
Un subconjunto Y de X es irreducible cuando es irreducible como espacio
topolodgico con la topologia inducida, esto es, cuando siempre que Y C V;UV5,,
con V; y V5 cerrados de X entonces o bien Y C V] o bien Y C V5.

(1.5.15) Proposicién. Sea X un subconjunto del espectro de A. Entonces
X es irreducible si y solo si 1(X) es un ideal primo.
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Demostracién. Supongamos que ab € I(X). Entonces
X CV{I(X)) CV(ab) =V(a) UV (D),

y por ser X irreducible, o bien X C V(a), o bien X C V(b). Luego o bien

a € I1(V(a)) € I(X),
o bien

be I(V(b) C I(X).
Reciprocamente, si I(X) es primo y Vi3 = V([1) y Vo = V(I3) son cerrados
tales que X C V7 U V5, entonces

I(Vi)I(Va) = 1(Vi U V3) C I(X),

luego o bien I(V}) C I(X), o bien I(V,) C I(X). Por el resultado anterior
tenemos que o bien Radl; o bien Radl; estdn contenidos en I(X). Luego o
bien
X C V(I(X)) C V(Radl) = V(I,),
o bien
X C V(I(X)) C V(Radl) = V(I,).
O

(1.5.16) Sea k algebraicamente cerrado y V una variedad afin. Sip € V,
entonces

Iy(p) = {f € k[V]; f(p)=0}=1(p)/I(V)
es un ideal primo de k[V] (de hecho es la imagen inversa por la inclusién
it k[V] — O,V del ideal maximal de O,V)).
Consideremos la aplicacion

¢ : V — Speck[V]; pr— L,(V).
Dado que

e (D) ={peV; IZL(V)}={peV; If €L f(p) #0} =V\V(])

para cada ideal I de k[V], la aplicacién ¢ es continua.

En general ¢ no es sobre, pero si es inyectiva, puesto que en virtud del
teorema de los ceros
¢V — Maxk[V]

es biyectiva.
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(1.5.17) Definicién. Un punto genérico del cerrado V' del espacio topold-
gico X es un punto p € V tal que {p} =V.

(1.5.18) Si el cerrado V tiene un punto genérico p, entonces V es irreduci-
ble, porque si V; y V5 son cerrados tales que

ViuVa =V = {p},

entonces o bien p € Vi, o bien p € V3, y por tanto V' = @ C Vi, o bien
V ={p} CVa.

(1.5.19) Si W es un cerrado de la variedad afin V' y p es un punto genérico

de W, entonces W = {p} = {p}.

Sin embargo, si p es un punto genérico del cerrado W de Speck[V], entonces
W={p}=V(p)

(ver (1.8.14)), pero W no es necesariamente unitario. Mds generalmente:

(1.5.20) Proposicién. Todo conjunto cerrado irreducible V' # () de SpecA
tiene un tnico punto genérico, a saber p = I(V).

Demostracién. Si V' # () es irreducible, entonces p = I(V) es primo.
Ademas L
peVUI(V) =Vy{pt=VUV))=V

(ver (1.8.14)).

Por definicién, p C g para todo g € V, en particular para todo punto genérico
q de V. Por otra parte, si q es un punto genérico de V', entonces

V ={q} =V(a),

y como p € V', tenemos q C p, lo que completa la prueba. O

(1.5.21) Sea f: A — B un homomorfismo de anillos.

Si q es un ideal primo de B, entonces f~!(p) es un ideal primo de A. Consi-
deremos la aplicacién

“f: SpecB — SpecA; q+— f(q).
Dado que para todo ideal I de A
(*f)~ (D)) = {q € SpecB; I Z f~(q)} = D(f(I) - B),

la aplicacién *f es continua.
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(1.5.22) Proposicién. Sea I un ideal de A y m: A — A/I el homomor-
fismo proyeccién. La aplicacion continua

“r: SpecA/I — SpecA

induce un homeomorfismo entre SpecA/I y V(I) C SpecA.
Ademds, °m es un homeomorfismo entre SpecA/I y SpecA si, y s6lo si

I C Rado0.

Demostracion. La aplicacion 7 es inyectiva, continua y su imagen esta
contenida en V(I). Ademds, si U = D(J/I) es un abierto de SpecA/I,
entonces

“x(D(J/I)) = {p € Specd; J £ p C I} = D(J) N V(1)

es un abierto V(I), asi que *7 : SpecA/I — V(I) es un homeomorfismo.
U
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