Variedades algebraicas

1.7. Concepto general de variedad

Sea k un cuerpo infinito.
(1.7.1) Sea m y n numeros naturales. La aplicacién
Ak x A"k — Artm
(@1, -2y ap), (b1, b)) —> (a1, -, n, b1, oo D)

es biyectiva. En lugar de dotar a dicho producto de estructura de espacio
topolégico con la topologia producto, consideremos en A"k x A™k la topologia
de Zariski de A"t™,

(1.7.2) En el caso proyectivo

(agy - -y an), (boy ., b)) —> {(ag, ..., an, 0oy .., D)

no estd ni siquiera bien definida, porque (Aao, ..., Aa,) = {(ag,-..,a,) y sin
embargo
</\a0,...,/\an,b0,...,bm> ?é <a0,...,an,b0,...,bm>

cuando A # 1.
(1.7.3) Definicién. Un polinomio f € k[xo,-- ., Zn, Yo, - - -, Ym] se dice que
es bihomogéneo de bigrado (p,q) si es homogéneo de grado p como elemento

del anillo graduado (k[yo, - - -, Ym|)[Zo; - - - , Zxn] ¥ homogéneo de grado ¢ como
elemento de (k[zo, ..., Zn])[Y0s - - - Ym)]-

Todo polinomio f € k[zg,...,%n, Yo, --,Ym] se descompone de forma tnica
como suma de polinomios bihomogéneos no nulos. A estos polinomios se les
llama componentes bihomogéneas de f.

(1.7.4) Definicién. Si f € k[xg, ..., Zn, Yo, - - - , Ym), decimos que

p= (<CLO,...,an>,<b0,...,bm)) e Pk x Pk
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es un cero de f si

f(Aag, - - -, Aag, pbo, - - ., tbm) =0

para todo A, u € k\{0}.

Si S C kl[zo,.--%n, Yo, - - - Ym], lamamos conjunto algebraico biproyectivo
definido por S al conjunto

V(S)={p e Pk x P"k; pescerode f,Vf € S}

Sip= ({ag,---,an),{(bo,-.-,bm)) € Pk x P™k es un cero de f, entonces p es
un cero de cada una de las componentes bihomogéneas de f.

(1.7.5) Definicién. Un ideal I de k[zo,...,Zn, Y0, .-, Ym] se dice que es
bthomogéneo si estd generado por polinomios bihomogéneos, o equivalente-

mente si las componentes bihomogéneas de cada elemento f de I pertenecen
al.

(1.7.6) SiV es el conjunto algebraico biproyectivo definido por el conjunto
de polinomios S C k[xg,...,Zn,Yo,---,Ym|, entonces V = V(I), donde I
es el ideal bihomogéneo generado por las componentes bihomogéneas de los
elementos de S.

El conjunto
IV)={f € k[zo,...,Tn,Y0,---,Ym]; P es cerode f,Vpe V}

es un ideal bihomogéneo radical de k[zy, ..., Zs, Yo, - - - , Ym] que se denomina
tdeal de V.

Como consecuencia de (1.2.4) tenemos que:

(1.7.7) Teorema. Todo ideal bihomogéneo I de k[x, ..., Tn,Yo,- - -, Ym] €S-
ta generado por un conjunto finito de polinomios bihomogéneos.

Todo conjunto algebraico biproyectivo esta definido por una familia finita de
polinomios bihomogéneos.

(1.7.8) Definicién. Un conjunto algebraico biproyectivo V' se dice que es
una variedad biproyectiva si V' es irreducible, esto es, si V = V; U V4, siendo
Vi y V5, conjuntos algebraicos biproyectivos, entonces o bien V' =V}, o bien
V="V.

La demostracién del siguiente resultado es andloga a la de (1.2.9) o a la
de (1.6.14).

(1.7.9) Proposicién. Un conjuntos algebraico biproyectivo V es irreducible
si, y s6lo si el ideal bihomogéneo I(V') es un ideal primo.
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(1.7.10) Los conjunto algebraicos biproyectivos de P"k x P™k constituyen
la familia de cerrados de una topologia llamada topologia de Zariski de P"k x
Pk.

(1.7.11) Sean m y n enteros positivosy p = (m+1)(n+1)—1 = mn+m+n.
Definamos S : Pk x P"k — PPk por

(agy - -, am), (bo, ..., by) —> {aobo, -, aobp, .- ... s Ambos -« -+ Ambp)-

S es una aplicacién porque si (ay, . - ., @), {bo, - - ., bp) € Pk x Pk, entonces
existen 4, j tales que a; # 0 # b;, con lo que

<G,()b(),...,a,obn, ...... ,ambo,...,ambn> € PPk

al ser a;b; #0, y si A\, u € k\{0}, entonces

:<aobo,...,aobn, ...... ,ambo,...,ambn)
= (Auagbg, - - -, Asagby, - - . . .. s A boy - - oy At by
=S((Aag, - -, Aam), (uby, - . ., 1by)).

Ademads S es inyectiva, porque si
<a0b0,...,a0bn, ...... ,ambo,...,ambn>

= <CQd0,...,CQd”, ...... )cmea---acmdn>a

entonces existe p € k\{0} tales que a;b; = pc;d; para todo i,j. Elijamos i y
J tales que a; # 0 # b;, y sean

A=aic; #0 , p:bjd;1760.

Entonces p = Ay, y
akbl = (aiC;I)(bjdgl)del.

para todo k,l. Por lo tanto, para todo [ € {1,...,n},
a;b; = (aicfl)(bjdjfl)cidl = ai(bjd‘;l)dl,

y esto implica que b, = pd;. De manera similar, para todo k € {1,...,m},
agb; = (a;c; ') (b; d; Yerd; = (aie;)egbj,

y de ahi a; = Acy, por ser b; # 0.
Luego (ag, -, am) = {(Coy---,¢m) ¥ {bo, .-, by) = {do,...,dy).
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(1.7.12) La aplicacién S : Pk x P"k — PPk es continua, porque si V =
V(J) es un cerrado de PPk, siendo J un ideal homogéneo de k[zqp. - . -, Zmn]
pongamos generado por los polinomios homogéneos fi, ..., f., entonces

‘S_l(vj ::{(<a0a---aan01<b0>---abn>)hﬂ(a0b0;---aambn):: O,Vi},

esto es, S™'(V) es el conjunto algebraico biproyectivo definido por la familia
de polinomios bihomogéneos

{fi(zoYo, -y ToYny-- - TmY0s - - TmYn) h<i<r C K[To, -, Zms Yo, - - - Yn)-
Luego S~ (V) es cerrado en la topologia de Zariski de Pk x P"k.
(1.7.13) La imagen de Pk x P"k por S es

S(P"k x P*k) = V (2ij2k — 2it2kj) o<ijk<m = V.

0<j,I<n

En efecto, por definicion la imagen de S esta contenida en V', y por otra
parte, si (coo, - - -, Cmn) € V, entonces c¢;jcp = ciicy; para todo 4, j, k 'y I. Dado
que existen 1, j tales que c¢;; # 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que ¢;; = 1 y por lo tanto cx = cjc; para todo k y [. Sean

ar =cg; , b=cy
para todo k y [. Entonces a; = b; = 1, con lo que
({aoy - -y am), (bo, ..., b,)) € Pk x Pk
y
axby = cjcq = ¢, VK, I,
con lo que S({ag, ..., am), (bo,...,b,)) = {Coos .-, Crnn)-

A S se le denomina inmersién de Serre de Pk x Pk en P tmtng,

(1.7.14) El producto cartesiano de un nimero finito de conjuntos alge-
braicos, entre los que puede haber tanto conjuntos algebraicos afines como
proyectivos, por (1.7.1) es un subconjunto de Pk x --- x Pk x A™k.

(1.7.15) Definicién. Sean m,r € Ny nq,...,n, € Z*. Un polinomio

fEk[xIO:"-amlnn """ 7xTOa"':xTnMy1a"':ym]

se dice que es (ny,...,n,)-multihomogéneo de multigrado (p1,...,p.) € N
si cada monomio de f es de grado total p; en las variables z;, ..., 2, para
cadai € {1,...,r}.

Todo polinomio f € k[z19, -, T1ngs-v---- L0y -« s Trnys YLy - - - » Ym)] S€ puede
descomponer de forma tinica como suma de polinomios (n4, .. ., n,)-multiho-
mogéneos no nulos, llamados componentes (ny, . ..,n,)-multihomogéneas de

f.
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(1.7.16) Definicién. Si

fEk[xIOa"-axlnu """ amT()a"'axrnr,yla"'aym]a

se dice que

pP= (<CL10, .. .,a1n1>, ...... ,<CLT0, “en ,U,an>,b1, .. abm)
eP"k x- - xP"kx A"k

es un cero de f si
f()\lalo, ceay )\1&1711, ...... 7)\7"0'7"07 ceey /\Tamr, bl; ceey bm) =0

para todo Ay, ..., A\, € k\{0}.

SIS CEklxig, .y Tingyeen--- L0y -« oy Trny s YLy - - - » Ym), S€ llama conjunto al-
gebraico definido por S, y se denota por V(S5) a

V(S)={peP"kx---xP"kx A"k; pescerode f;Vf e S}.

SipePmkx---xP"kx A"k es un cero de f, entonces también es un cero
de cada una de las componentes (n1,...,n,)-multihomogéneas de f.

(1.7.17) Definicién. Un ideal

ng[:ElO;-"vxlnu """ :xTOw"axrnMylv"'aym]
se dice que es (ni,...,n,)—multthomogéneo si estd generado por una fami-
lia de polinomios (ny, ..., n,)-multihomogéneos, o equivalentemente, si las
componentes (ny,...,n,)-multihomogéneas de todo elemento f de I tam-

bién pertenecen a I.

Si
VCP"kx---xP"kx A™

es el conjunto algebraico definido por

Sgk[xma-"vxlnu """" 7xr07-"7xrn7«ay17"'7ym]7
entonces V = V(I), siendo I el ideal (nq, ..., n,)-multihomogéneo generado
por las componentes (ny,...,n,)-multihomogéneas de todos los polinomios

de S.
Como consecuencia de (1.2.4) tenemos:
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(1.7.18) Teorema. Todo ideal (ny,...,n,)—multihomogéneo
ng[:rIOa"'axlnla ''''' ax'r()a"'ax?"nrayla"'aym]

estd generado por un conjunto finito de polinomios (ni, ..., n,)-multihomo-

géneos.

Todo conjunto algebraico
VCPY"Ex---xP"kx A™
estd definido por una familia finita de polinomios (ny, ..., n,)—multihomogé-
neos.
(1.7.19) Definicién. Si V C Pk x --- x P"k x A™ es un conjunto alge-

braico, se denomina ¢deal de V al ideal

IV)={f € k[z10,-- -, T1ngy------ s L0y« - vy Trnps YLy« -« Y]
; pescerode f,Vp eV}

El ideal I(V') es un ideal (n4,...,n,)-multihomogéneo del anillo de polino-
mios k[T1g, -, Tinyye----- s L0y - s Trnp s Yly -« - > Y-

(1.7.20) Los conjuntos algebraicos de Pk x --- x Pk x A™ constituyen

la familia de cerrados de una topologia denominada topologia de Zariski de
Pk x -« x Pk x A™.

(1.7.21) Definicién. Un conjunto algebraico V-C P™k x --- x Pk x A™
es irreducible si no es la union de dos conjuntos algebraicos propios, o sea, si

V =V, U Vs, siendo V; y Vs conjuntos algebraicos, entonces o bien V' =V,
o bien V = V5.

De manera andloga a (1.6.14), tenemos que

(1.7.22) Proposicién. Un conjunto algebraico V es irreducible si, y sélo si
el ideal I(V') es primo.

(1.7.23) Definicién. Una variedad es un conjunto U abierto en la topologia
de Zariski de un conjunto algebraico irreducible

VCPY"Ex---xP"kx A™

para algunos m,r e Ny ny,...,n, € Z™.
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