Dimension

2.2. Teoremas de Cohen—Seidenberg

(2.2.1) Definicién. Sea A # {0} un subanillo de B y sea I un ideal de
A. Se dice que un elemento b € B es entero sobre I si existe un polinomio
ménico p(z) = 2" + a;z" ' + -+ -+ a, € Alz] con a; € I para 1 < i < n tal
que f(b) = 0.

Se dice que el anillo B es entero sobre el subanillo A # {0} si todo elemento
de B es entero sobre A. También se dice que A — B es una extension de
anillos integra.

El siguiente resultado generaliza a (1.3.15):

(2.2.2) Proposicién. Si A # {0} es un subanillo de B e I es un ideal
de A, entonces para cada elemento b € B, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(2.2.2.1) b es entero sobre I;
(2.2.2.2) A[b] es un A-mdédulo finitamente generado y b € Rad(IA[b]);

(2.2.2.3) hay un subanillo A[b] C C C B finitamente generado como A-
mddulo y b € Rad(IC).

Demostracién. (1) = (2) Sea
f(z)=2" + a2z ' + - +a, € Alz]
un polinomio ménico con a; € I para 1 <i <n tal que f(b) = 0. Entonces
" = —a b — = ap_1b — ay,
y por lo tanto, para todo j € N existen ai,...,a;, € A tales que

V=ab" '+ +al,_b+al,,
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con lo que A[b] estd generado por {b"7 !, ... b,1} como A—médulo. Ademsés,
dado que aq,...,a, € I, el elemento
' = —a bt — - —a, 1b—a,

pertenece a I A[b], luego b € Rad(IAb]).

(2) = (3) C = AJb] es un subanillo de B finitamente generado como A-
médulo y b € Rad(IC') por hipétesis.

(3) = (1) Sea {c1,...,cn} un sistema generador del subanillo C O A[b] de
B como A-mdédulo. Entonces, dado que existe n > 0 tal que b™ € IC, para

cada i € {1,...,m} existen a;, ..., a;, € I tales que
m
n —
b C;, = E Q55 Cy.
=1
Luego (cq,...,¢n,) es solucién del sistema de m ecuaciones lineales con m

incognitas Hxr = 0, donde H es la matriz

aj; — 0" age A1m
7
ag;  age —b"--- A2m
H =
7
A1 Am2 "'(me—b

Teniendo en cuenta que (det H)I,, = H*H, donde H* es la matriz adjunta
de la transpuesta de H, se tiene que

C1 1 G
(detH)| : | =(detH),, | : | =H'H| : | =0,

Cm Cm Cm

de donde (det H)¢; = 0 para 1 <i < m.

Como 1 = Y7 ac, con ay,...,an, € A, se tiene que det H = 0, pero
(=1)™det H es un polinomio ménico de grado mn en b con coeficientes en I,
asi que b es entero sobre 1. Il

(2.2.3) Corolario. Si B es finitamente generado como A-médulo, entonces

B es entero sobre A. En este caso, b € B es entero sobre I si, y solo si
b € Rad(IB).

Demostracion. Si b € B es entero sobre I, por la proposicién anterior
existe un subanillo C' O A[b] de B finitamente generado como A-médulo y
b € Rad(IC) C Rad(IB).

Reciprocamente, dado que el anillo B es finitamente generado como A-—
médulo y b € Rad(IB), por la proposicién anterior b es entero sobre I. O
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(2.2.4) Corolario. Si
by,... b, € B

son enteros sobre I, entonces Alby, ..., b,] es finitamente generado como A—
modulo y
b; € Rad(IA[by, ..., b))

paral <i<n.

Demostracion. Induccién sobre n.
Para n =1 es cierto por (2.2.2).

Supongamos que es cierto para n elementos enteros sobre I, y sean by, ..., b,11
B enteros sobre I. Entonces A[by,...,b,] es finitamente generado como A—
modulo y

b; € Rad(IAJby, . .., bs)) C Rad(IAJb, . .., by, bust]).

Ademas, b,1 es entero sobre A, y por lo tanto sobre A[by,...,by,], asi que
Alby, ..., bp,byy1] es finitamente generado como Aby, ..., b,]-médulo, y por
lo tanto como A—médulo, y

bn—|—1 € Rad(IA[bl, ceey bn]) g Rad(IA[bl, ceey bna bn—}—l])'

O

(2.2.5) Corolario. Si C es entero sobre el subanillo B y B es entero sobre
el subanillo A # {0}, entonces C' es entero sobre A.

Demostracion. Sea c € C'. Como c es entero sobre B, existe un polinomio
monico

f(z)=2"+b2" ' +---+b, € B1]
tal que f(c) = 0. Ademads, dado que by, ..., b, son enteros sobre A, el anillo
Alby, ..., by] es finitamente generado como A-médulo.

Luego el anillo A[by, . .., by, c| es finitamente generado como A—médulo, y por
lo tanto c es entero sobre A. O

(2.2.6) Corolario. Sea A # {0} un subanillo de B. El conjunto
C = {b € B; b es entero sobre A}

es un subanillo de B.
C' es el mayor subanillo de B entero sobre A.
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(2.2.7) Definicién. Sea A # {0} un subanillo de B. Al subanillo C' del
corolario anterior se le denomina clausura integra de A en B,y se denota por

A.
Se dice que A es integramente cerrado en B si A = A.

Un dominio de integridad se dice que es integramente cerrado si es integra-
mente cerrado en su cuerpo de fracciones.

(2.2.8) Ejemplo. Si A es un dominio de factorizacion tnica, entonces A es
integramente cerrado. En particular, Z y Alzy,...,z,], con A un dominio de
factorizacién tnica son integramente cerrados.

En efecto, si z = a/b, donde a y b no tienen factores comunes, es un elemento
del cuerpo de fracciones de A entero sobre A, entonces existe un polinomio
monico

flx)=a"+aa" "'+ +ap17 + a, € Alx]

tal que f(z) = 0. Multiplicando por b" se tiene que
a4+ ad” b+ -+ a,_1ab™ 4+ a,b" = 0.

Si b no es una unidad, entonces cualquier factor irreducible de b divide a a”,
y por lo tanto a a, lo que contradice que a y b no tienen factores irreducibles
en comun. Luego b es una unidad y z € A.

Como ejemplos de anillos integramente cerrados podemos citar entonces el
anillo de los enteros Z y el anillo de polinomios A[z1,...,z,], donde A es un
dominio de factorizacién tunica.

(2.2.9) Lema. Sea B un anillo entero sobre el subanillo A, J un ideal de B
eI = JN A su contraccion en A.

(2.2.9.1) La aplicaciéon A/I — B/J; @ — @ es un monomorfismo de
anillos y B/J es entero sobre A/I.

(2.2.9.2) Sien J hay algin elemento que no sea divisor de cero, entonces

1 # (0).

Demostracién. (1) El homomorfismo A — B/J; a — @ tiene como
nicleo a I, luego la factorizacién por el cociente A/I es un monomorfismo.

Sib € B/.J, entonces b es entero sobre A y A[b] es finitamente generado como
A-médulo. Luego A/I[b] es finitamente generado como A/I-médulo y esto
implica que b es entero sobre A/I.

(2) Si b € J no es un divisor de cero y

f(x)=2"+a2™ '+ +a,17 +a, € Alz]
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es un polinomio tal que f(b) = 0, podemos asumir que a,, # 0, ya que si lo
fuese, podemos dividir f(z) por la potencia de x necesaria, y dado que b no
es divisor de cero, b es una raiz del polinomio resultante.

Luego
ap=—b"—ab"t—...—q, b€ J,

y como a, € A, se tiene que 0 #a, € JNA=1. O

(2.2.10) Sea A un subanillo de B. El monomorfismo de anillos inclusién
A — B induce una aplicacién continua

“f:SpecB — SpecA; q—qnNA=p.
Se dice que q estd sobre p.

(2.2.11) Proposicién. Sea B un anillo entero sobre el subanillo A. Enton-
ces:

(2.2.11.1) “f:SpecB —> SpecA es sobreyectiva;

(2.2.11.2) °f es cerrada;

(2.2.11.3) Siqi C q2 € SpecB, y “f(q1) = °f(q2), entonces q; = qo;
(2.2.11.4) q € SpecB es maximal si, y sélo si * f(q) es maximal, y por lo
tanto * f(MaxB) = MaxA y °f~'(MaxA) = MaxB.

Demostracién. (1) Sea p € SpecA y S la parte multiplicativamente
cerrada (de B) S = A\p.
Si b € pB, entonces

b=piby+ -+ Pmbm,

y dado que B es entero sobre A, el anillo A[by, ..., b,| es finitamente generado
como A-médulo. Esto implica que Afby,...,b,,b] es finitamente generado
como A-médulo y como

be Rad(pA[bla ce ab'ﬂ’ b])’
por (2.2.2) tenemos que b es entero sobre p, esto es, existe un polinomio
f(@)=2"+az" "+ + ap_1z + a, € Alz],

con a; € p para cada i, tal que f(b) = 0.
SibepBNS, entonces

= —a " ' = —ay,_1b—a, € P

ya que a; €Epy b € A, lo que contradice que b € S. Luego pB NS = ().
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Por (1.5.11) existe un elemento maximal del conjunto de ideales de B que
contienen a pB y no intersectan a S, y ese elemento maximal es un ideal
primo q de B tal que

“fla)=qnA=p.

(2) Sea V = V/(J) un cerrado de SpecB. Por (2.2.9), dado que B es entero
sobre A, el anillo cociente B/J es entero sobre el subanillo A/I, donde I =
JNA.

Por (1), la aplicacién continua
SpecB/J — SpecA/I; q— qnN A/I

es sobreyectiva, asi que todo ideal primo de A que contenga a I es interseccién
de A con un ideal primo de B que contiene a J, y reciprocamente, si q es un
ideal primo de B que contiene a J, entonces ¢ N A es un ideal primo de A
que contiene a I. Luego *f(V(J)) =V (I).
(3) Sea p =q:NA =q2NA. Entonces B/q; es entero sobre A/py Q = q2/q1
es un ideal primo de B/q;. Como QN A/p = (0), por (2.2.9) los elementos
de 9 son todos divisores de cero, y por ser B/q; un dominio de integridad,
se tiene que Q = (0) y por tanto que q; = qs.
(4) Sea q € SpecBy p = qnA. Si A/p es un cuerpo, entonces, dado que B/q
es entero sobre A/p, para cada elemento b # 0 de B/q, existe un polinomio
monico

flx)=2"+ax" '+ +a, 17 +ay,

tal que f(b) = 0. Como B/q es un dominio de integridad, podemos suponer
que a, # 0. Luego

b7 = —a (0" + b + - +ay1) € B

Reciprocamente, si B/q es un cuerpo, entonces Spec(B/q) = {(0)}, y como
“f . Spec(B/q) — SpecA/p es sobreyectiva, A/p también es un cuerpo.
U

(2.2.12) Corolario. Siqy C q; C --- C q,, es una cadena de ideales primos
distintos del anillo B entero sobre el subanillo A y p; = AN q; para cada i,
entonces py C p; C - -+ C p,, es una cadena de ideales primos distintos en A.

Demostracién. Elideal p; = q;NA = f(q) es primo para cada i. Ademas,
si existe algin 7 tal que p; 1 = p;, entonces q;_1 = ¢; en virtud de (2.2.11.3),
asi que la cadena py C --- C p, es de longitud n. U
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(2.2.13) Corolario. (Teorema del ascenso de Cohen—Seidenberg).
Sea B un anillo entero sobre el subanillo A. Sipy C p1 C -+ C p, es una
cadena de ideales primos distintos en A y ¢y es un ideal primo de B que estd
sobre g, entonces existe una cadena qo C q; C --- C p, de ideales primos
distintos en B tal que p; = AN q; para cada i.

Demostracion. Supongamos que existe una cadena de ideales primos
distintos qo C --- C q; en B tal que q; N A =p; para 1 < j <.
Dado que B/q; es entero sobre A/p;, la aplicacién

Spec(B/q;) — Spec(A/p;)

es sobreyectiva (ver (2.2.11.1)), y puesto que p;11/p; # (0) es un ideal primo
de A/p;, existe un ideal primo 2 # (0) de B/q; tal que

QNA/P; = Piv1/Pi-

Luego existe un ideal primo q;;; de B tal que Q = ¢,41/9;, y que por lo tanto
contiene estrictamente a ¢; y ademas p; 1 = ;41 N A.

De esta forma se obtiene una cadena de ideales primos distintos

qo C ---C g C i1

en B. Estirando la cadena de esta forma, comenzando con ¢ = 0, se obtiene al
cabo de n estiramientos una cadena qo C - -+ C ¢y, de ideales primos distintos
en B tales que q; N A = p,; para cada 1. O

(2.2.14) Corolario. Si B es un anillo entero sobre el subanillo A, entonces
dimA =dimB, ysiqe SpecByp=qnA,

(2.2.14.1) Ia altura de q es menor o igual que la altura de p;

(2.2.14.2) Ia coaltura de q coincide con la coaltura de p.

Demostracion. Supongamos que n < dim A, esto es, que existe una
cadena de primos distintos pg C --- C p,, en A. Dado que B es entero sobre
A, la aplicacién

“f:SpecB — SpecA
es sobreyectiva (ver (2.2.11.1)), asi que existe un ideal primo qo de B tal que
do N A = po.
Por (2.2.13), existe una cadena de ideales primos distintos qo C - -+ C ¢, en
B (tales que q; N A = p; para cada i), luego n < dim B.
Reciprocamente, si n < dim B (resp., n < h(q), entonces existe una cadena
de ideales primos distintos

Qo C ---C(n
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en B (resp., contenidos en ). Sea p; = q; N A para cada i. Si p; = p;41,para
algin 7, entonces por (2.2.11.3) tenemos que q; = ¢;41. Luego

Po C -+ CPpn

es una cadena de primos distintos en A (resp., contenidos en p), y esto implica
que n < dim A (resp., n < h(p)).
Por otra parte, si n < dim p, entonces existe una cadena de ideales primos
distintos

PoC - Chn
en A tal que pg = p. Por (2.2.13) existe una cadena de ideales primos distintos
qo C --- C gqn en B con gy = ¢, asi que n < dim(.
Reciprocamente, si n < dim q entonces existe una cadena

g=9qoC - Cdn

de ideales primos de B distintos. Por (2.2.11.3), los ideales primos de la
cadena py C -+ C p,, donde p; = q; N A para cada 7, son distintos, y po = p,
luego n < dim p. O

(2.2.15) Lema. Si A es un anillo noetheriano, entonces el conjunto de di-
visores primos minimales de cualquier ideal I de A es finito.

Demostracion. Dado que A es noetheriano, cualquier cadena decreciente
de cerrados de SpecA es estacionaria. En efecto, si V; D V5 D --- son
cerrados, entonces I(V;) C I(V,) C --- son ideales de A, y existe n tal que
I(V;) = 1(V,,) para todo j > n, luego

Vi =VUV) = VUVL) =V,

para todo 7 > n.

Un argumento similar al utilizado para descomponer un conjunto algebraico
afin en irreducibles muestra que todo cerrado V' (I) de SpecA se descompone
como unién de un nimero finito de componentes irreducibles, y estas se
corresponden biyectivamente con los divisores primos minimales de [. ]

(2.2.16) Observacién. El resultado anterior se puede demostrar de una
manera mas directa, sin hacer referencia a la descomposiciéon de un cerrado
en componentes irreducibles.

Sea

Z ={I; I ideal de A, I tiene infinitos divisores primos minimales}.
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Supongamos que Z # (. Como A es noetheriano, existe un elemento I
maximal de Z.

Si I fuese primo, entonces I seria el unico divisor primo minimal de I, lo que
contradice que I € 7.

Luego I no es primo, esto es, existe dos ideales J y K de A tales que JK C I
pero J, K & I. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que I C J K, o
si no, se pueden tomar J +1y K + 1.

Por la maximalidad de I, dado que I esta contenido estrictamente en J y
en K, se tiene que J, K ¢ Z. Sean entonces pi,..., P, los divisores primos
minimales de J y q1,...,qy los de K.

Si p es un divisor primo minimal de /, entonces o bien p = p; para alguin ¢,
o bien p = q; para algun j, porque

]E[piﬁqj C (n]pm (m]q,- = RadJ NRadK C RadJK C RadI C p,

y por ser primo, o bien p; C p para algun 4, o bien q; C p para algtn j.
Supongamos que p; C p. Entonces, dado que p es un divisor primo minimal
de I e I C J C p;, se puede concluir que en efecto p = p;. En el caso de que
q; C p para algun j, por un razonamiento similar p = q;.
Luego todos los divisores primos minimales de I estdn en

{pla"'apn}u{qj:'--:qm}a

lo que contradice que I € Z.
Por lo tanto Z = ().

(2.2.17) Corolario. Si el anillo B es noetheriano y entero sobre el subanillo
A, entonces la imagen inversa por ®f de cualquier p € SpecA es un conjunto
finito no vacio.

Demostracién. Por (2.2.11.1), existe q € SpecB tal que qN A = p.
Ademas, cualquier ideal primo q de B tal que ®f(q) = p es un divisor primo
minimal del ideal p B, porque dado que p C q y q es un ideal de B, tenemos
que pB C q, y por otra parte si ' C q es otro divisor primo de p, entonces

pCf(q) Cf(q) =,

y por (2.2.11.3) ' = q.

Por (2.2.15), el niimero de divisores primos minimales de pB es finito, asi
que la antimagen de p por *f es un conjunto finito. O
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(2.2.18) Lema. Si I es un ideal del subanillo A de B y A es la clausura
integra de A en B, entonces Rad(IA) es el conjunto de elementos de B que
son enteros sobre I.

Demostracién. Sib € B es entero sobre I, entonces A[b] es finitamente
generado como A-médulo y b € Rad(IA[b]). Por lo tanto b € Rad(I4), dado
que A[b] C A al ser b € A.

Reciprocamente, si

b € Rad(I4),

entonces existen by,...,b, € A tales que b € Rad(IA[bs,...,b,]). En par-
ticular, existe m > 0 tal que ™ € A[by,...,b,], asi que b es entero so-
bre Alby,...,b,] por lo que A[by,...,b,,b] es finitamente generado como
Alby, ..., byJ-mébdulo

Como by, . .., b, son enteros sobre A, A[by, ..., b,| es finitamente generado co-
mo A-médulo, luego Alby, ..., by, b] es finitamente generado como A-médulo.
Por (2.2.2),b es entero sobre I. O

(2.2.19) Lema. Sea A un anillo integramente cerrado, K su cuerpo de frac-
ciones, I una extension de cuerpos de K e I un ideal radical de A. Sic € L
es entero sobre I, entonces el polinomio minimo m(z) de ¢ sobre K es de la
forma

m(z) = 2" +a2" ' + -+ ap_17 +a,, cona; € I,Vi € {1,---,n}.
Demostracion. Sea
m(z) = 2" + az™ '+ -+ a, 17+ ay,

el polinomio minimo de ¢, que es algebraico sobre K porque es entero sobre

I C ACK. Sean ¢, ¢y, ..., ¢, las raices de m(z) en la clausura algebraica
K de K. Si f(z) € A[z] es un polinomio ménico con coeficientes en I tal
que f(c) = 0, dado que para cada ¢ € {1,...,n} existe un K—automorfismo

a; de K tal que a;(c) = c;, tenemos que

0= ai(f(c)) = flai(c)) = f(ci),

asi que ¢; es también entero sobre I.
Los coeficientes de m(z) son

a; = (_1)i Z Cjy =" Gy,

1<)15-00i<n
Tyt
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para 1 <17 < n, y son enteros sobre I porque Aleq, - - ., ¢y es un subanillo de
K que los contiene y a; € Rad(IA[cy, ..., ¢,]) dado que

iy ¢n € Rad(IAlcy, . . ., cp))-

Ademds, los coeficientes a; pertenecen a K, asi que por (2.2.18) a; es un
elemento de Rad(/A), donde A es la clausura integra de A en K, que por
hipotesis es A = A. Luego a; € Radl = 1. O

(2.2.20) Teorema. (Teorema del descenso de Cohen—Seidenberg).
Sea B un dominio de integridad entero sobre el subanillo A, de manera que
A es integramente cerrado (en su cuerpo de fracciones). Si py C p; son
ideales primos distintos en A y q; es un ideal primo de B tal que q; N A = p4,
entonces existe un ideal primo qo de B contenido (estrictamente) es ¢, tal
que qo N A = po.

Demostracién. Los conjuntos Sy = A\p,, S1 = B\q1 y
S = 5051 ={rs; re€Sy,se S}

son partes multiplicativamente cerradas y Sy, S1 C S.

Sea b € poBNS. Entonces b es entero sobre pg, y por (2.2.19) los coeficientes
a; del polinomio minimo

m(z)=12"+az" '+ +a, 17 +ay

de b en el cuerpo de fracciones K de A pertenecen a py. Como b € S, existen
re S, ys¢€S,tales que b = rs. El elemento s = br~! € L, donde L es el
cuerpo de fracciones de B, es entero sobre A porque pertenece a B. Ademas,

su polinomio minimo en K es

2"+ ar " e T e ™,
asi que, de nuevo por (2.2.19), a;r* = a, € A para cada i. Entonces a € po,
ya que po D a; = alr’, y r & po. Luego s es entero sobre pg, y por (2.2.2)

s € Rad(poB) C Rad(p, B) C Radg, = qi,

lo que contradice que s € 5.
Luego poBNS =0, y por (1.5.11) existe un elemento maximal qo de

{J<B;poBC J,JNS =0}
V qo es un ideal primo. Como poB C qo ¥

qoNSo CqoNS =0,

Manolo Garcia Romaéan, 2000



86 Tema 2 Dimensién

se tiene pg = qo N A. Como
G NSt CgoNS =0,

se tiene qo C g1, y este contenido es estricto porque py # p;. O

(2.2.21) Corolario. Sea B un dominio de integridad entero sobre el subani-
llo A, de manera que A es integramente cerrado (en su cuerpo de fracciones).

Si q € SpecB, entonces h(q) = h(qN A).

Demostracién. Seap = ANg. Como hemos visto en (2.2.14), h(q) < h(p).
Reciprocamente, si n < h(p), entonces existe una cadena pg C --- C p, de
primos distintos en A tal que p, = p. Veamos que existe una cadena de
ideales primos distintos en B que termina en ¢ y tal que cada primo de la
cadena es un primo sobre el p; correspondiente.

Sea i € {1,...,n} y supongamos que

es una cadena de primos distintos de B tales que g; N A =p, pari < j <n.
Por (2.2.20), existe un ideal primo primo gq;_; en B estrictamente contenido
en q; tal que

Ji1 N A =pi_1.

Repitiendo este razonamiento para cada ¢, comenzando por i = n, tenemos
una cadena de ideales primos distintos

Qo C ---C =4

en B con lo que n < h(q).
Luego h(p) < h(q). 0
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