Dimension

2.3. Dimension de una variedad afin

(2.3.1) Lema. Sea f € k[z1,...,x,] un polinomio no constante. Sustitu-
yvendo x; en f

(2.3.1.1) o bien por y; + x7i, con los r; € N apropiados,
(2.3.1.2) o bien por y; + a;z,, con a; € k, si k es infinito,
para i € {1,...,n — 1}, se obtiene un polinomio

g(yla < Yn—1, xn) = al_nm + glxrnn—l + -+ Gm—1Tn + Gm,
conm >0,a € k\{0} y g; € kly1,...,yn_1] para cada i.

Demostracion. Sea

— § B | R
f= Qj;..jn 1 Ty

jlﬂ""jn
En el primer caso, para cada ji,...,J, € N, la sustitucién
— T
en el monomio a;,. ;7' - xfl“ tiene como monomio de mayor grado en x, a
L pedntiimit et g —1Tr—1
a/jl...]na:nn n n .
Si elegimos r; = (I + 1)*, donde
= max{j; El]la <oy Ins Gy g 7£ Oa] € {jla cee a]n}}a

tenemos que si (J1,...,jn) # (k1,-- ., kn), entonces

Jn+ Tttt a1 F ok H kit s+ ki
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En efecto, si j,_1 # k,_1, pongamos porque j,_1 < k,_1, entonces

Jntiri o F Jnotn o I+ + D) 4+ 1+ 1))
(+1)" -1

= rn -

<@+

con lo que

Jnt i+t Jn2Tn—2 + Jn-1Tn—1

< (1 + ]n—l)(l + 1)n—1

<kpa(I+1)"1

<kp+kiri+- -+ kporno+ky_1mp1.

si por el contrario j,_1 = k,_1, entonces o bien j,_ o # k,_o y por un razo-
namiento similar

Jn+ T+ i F kn + ki1 4+ kp_orn_,
lo que implica
jn + lel + -+ Tn—ljn—l 7é kn + kl’rl + -+ kn—lrn—la

o bien j,_o = k,_2. Repitiendo este razonamiento hasta encontrar s tal que
js # ks tenemos la desigualdad.

Luego los términos de mayor grado en x, que resultan al transformar los
monomios no nulos de f no se cancelan entre si, asi que el término de mayor
grado en z, es de la forma

m
Ajy..jn Ty

con m = jp+jir1 + ...+ jn—17n—1, para cierto (ji, ..., jn) tal que a;, ;, # 0.
En el segundo caso, si f = > /", fx es la descomposicién de f como suma

de sus componentes homogéneas (f,,, # 0) y se sustituye x; = y; + a;z, para
1 <4< n -1, entonces el término de mayor grado en z,, es

fm(a17 <y, 0p—1, l)x;n

Como f,,, # 0, el polinomio
b= f’m(xl; sy Tp—1, ]-) € k[xl, .. ..Z'n_l]

es también no nulo, y como k es infinito, existe (ay,...,a,_1) € A" 'k tal
que p(ag, ..., a,_1) #0. d

Manolo Garcia Romén, 2000



2.3. Dimension de una variedad afin 89

(2.3.2) Definicién. Se dice que un anillo A es una k—-dlgebra si el cuerpo k
es un subanillo de A. Si ademas A es finitamente generado como anillo sobre
k, entonces se dice que A es una k—-algebra afin.

(2.3.3) Nota. Las k—élgebras afines son exactamente los anillos cociente de
anillos de polinomios.

En efecto, para todo n € Z* y todo ideal propio I de k[z1, ..., ], el anillo
cociente

k[.@l, ce ,iﬁn]/I
es una k—algebra generada por Tg,...,T,, y reciprocamente, si A es una
k—algebra generada por aq,...,a, como anillo sobre k, entonces

A klxy, ...z,
siendo [ el nicleo del epimorfismo de anillos
klxi,...,2,] — A; fr— f(a1,...,a,).

(2.3.4) Definicién. Sea A una k-dlgebra. Se dice que la familia de ele-
mentos ai,...,aq € A es algebraicamente independiente sobre k si el tinico
polinomio f € k[z1,..., x4 tal que f(a,...,aq9) =0es f =0.

Si k — K es una extension de cuerpos, se llama grado de trascendencia de
K sobre k al supremo

sup{n € N;3\,..., \, € K algebraicamente independientes sobre k}.

(2.3.5) Teorema. (de normalizacién de Noether). Sea A una k—4dlgebra
afin e I un ideal propio de A. Existen niimeros naturales 6 < d y elementos
ai,...,aq € A tales que

(2.3.5.1) «y,...,qq son algebraicamente independientes sobre k;
(2.3.5.2) A es finitamente generado como klay, . . ., ag]-médulo;

(2.3.5.3) In k‘[ozl, ceey ozd] = (O[5+1, ceey O[d).

Si k es infinito y A = k[x1, ..., z,], entonces ademds

(2.8.5.4) «; =) i, a;x; con a;; € k, para cada i € {1,...,0}.
Demostracion. 1° caso. Consideremos primero el caso en que A es el
anillo de polinomios A = k[z1,...,x,] y el ideal I # A es principal, o sea,
existe f € klxy,...,z,], f € k tal que I = (f).

Sea y, = f e y; como en el lema (2.3.1) para 1 < i < n —1 (o sea, o bien
Y; = x; — %, o bien y; = z; — a;x, cuando k es infinito). Luego

f = amrﬂn + gl(yb .. '7yn—1)xnm_l + -+ gm(yla - -ayn—l)
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90 Tema 2 Dimensién

con a € k, a # 0, y por lo tanto

O=f—tn=0az+ g (Y1, s Yn-1)T" "+ + (Y1, -+, Yn1) — Yn,

de donde se tiene que z,, es entero sobre k[yi, ..., Y-

Luego A = k[y1, ..., Yn][xn] es finitamente generado como klyi, ..., y,|—moé-
dulo.

Por otra parte, si y,...,y, fuesen algebraicamente dependientes, entonces
existe un polinomio 0 # g € k[ty,...,t,] tal que g(yi,...,yn) = 0. Después
de sustituir y; en g, tenemos un polinomio no nulo que se anulaen zq, ..., x,,
lo que contradice que x4, ..., x, son algebraicamente independientes sobre k.
Luego ¥, - - -, yn son algebraicamente independientes sobre £.

Ademis, si g € INk[yi, - .-, yn], entonces g = hy,, con h € k[x1, ..., z,]. Co-
mo k[x1,...,T,| es finitamente generado como klyi, - . ., y,]-mddulo, existen
ai,...as € kly1, ..., y,) tales que

h* +ah® ' +---+a,=0.
Multiplicando por y;, tenemos
9° = —Ya(arg"™ +--- + 95 %ay),
y de ahi que y,, divide a ¢° en k[y, ..., y,]. Dado que
klty, ..., ta] — k[y1,-- -, Ynl; ti — yi

es un isomorfismo, y, es irreducible, y por lo tanto vy, divide a g.

2° caso. Supongamos ahora que I es un ideal propio arbitrario de A =
k[z1,...,2,]. Si I = (0), el enunciado es trivialmente cierto. Sea I # (0) y

fel, f#0. Luego f & k.

Induccién sobre n.
Sin =1, entonces [ es principal y estamos en el caso anterior.

Sea n > 1 y supongamos que el resultado es cierto para n — 1. Si llamamos
y; a T; — 2, o bien a z; — a;x, para 1l <7 < n — 1 de tal manera que

f=azl + g1 (Y1, Y1) o+ 9y, Ymet)

cona € k ey, = f, de la misma manera que en el caso anterior k[y, .. ., 1]
es el anillo de polinomios en n — 1 variables. Luego para el ideal propio
INkly,...,Yn—1] existen

g, .., 0q-1 € K[y, ... Yn—1]
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2.3. Dimension de una variedad afin 91

algebraicamente independientes sobre k tales que k[yi,...,y,_1] es finita-
mente generado como klay, . .., ag_1]-mdédulo e
In k[aq, ceey ad,l] = (O{5+1, ceey O,/dfl)

para cierto 0 < d. Ademads, si k es infinito «; = Z;:ll a;;y; para 1 < i < 4.

Como A = k[z1,...,x,] es finitamente generado como k[y, . .., y,|-mddulo y
klyi, ..., yn) esun kfaq, ..., a4 1, Yy, -mddulo finitamente generado, tenemos
que A es infinitamente generado como klai, ..., a4 1,Yy,|-mddulo. Luego

Qq,...,04 1, Y, son algebraicamente independientes sobre k.

Ademads, si k es infinito, entonces oy, ..., as son combinacién lineal de los
elementos y1,...,Yn_1, y €stos a su vez son combinacién lineal de z1, ..., x,.

SigelInkla,...,aq-1,Ys), entonces g = g* + hy,, con

g* eln ]i'[CVl, e ,a/d_l] = (a5+1, e, 01

y

h € ]{3[061, <y Qg yn]a
luego

9 € (W15, Qdg1,Yn)-
3¢ caso. Si A es una k-dlgebra afin entonces A = k[z1,...,2,]/J para
cierto ideal J de k[zy, ..., z,].
Aplicando el caso anterior al ideal J, existen yi, ..., ys algebraicamente in-
dependientes sobre k tales que k[x1,...,z,| es finitamente generado como

klyi, - .., yq-mbdulo,

IOy, -, Yd) = Yot ---,Ya) C klyi, - -, Yl

y si k es infinito, y1, ..., ys son combinacién lineal de z1, ..., z,.

El anillo k[y1, ..., ya]/JNE[y1, ..., ya] es un subanillo de A = k[z1, ..., z,]/J
y A es finitamente generado como k[yi,...,yq|/J N k[yi, ..., ys-mbdulo.
Ademas, k[y1,...,yal/J N k[y1,...,ya| es isomorfo a k[yy,. .., ys| puesto que

Jﬂk[yl,"'ayd] = (ytﬂ»l:"'ayd)a

y k[yi,...,ys] es isomorfo al anillo de polinomios en § variables por ser
Y1, ..., Ys algebraicamente independientes sobre k.

Aplicando el segundo caso al ideal propio

I'=T1nky,...,ys
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92 Tema 2 Dimensién

de kl[yi,...,ys] existen ay,...,ay algebraicamente independientes sobre k
tales que k[yi, ..., ys] (y por tanto A por ser k[y1, . . ., ys|-mddulo finitamente
generado) es un k|ay, ..., aqg]-médulo finitamente generado e

I'Nklay,...,ap] = (agi1, .- ) Cklag, ..., aq]

para cierto §' < d'.
Luego

Iﬂk[al,...,ad:] = I'ﬂk[al,...,adf] = (0151+1,...,de1) .
i

(2.3.6) Definicién. Si A # {0} es una k—dlgebra afin, k[as,..., a4 C A
es una normalizacion de Noether de A si ai,...,ay son algebraicamente
independientes sobre k y A es un k[ay, . .., az]-médulo finitamente generado.

(2.3.7) Nota. Si A es el anillo de polinomios en n variables y k[ay, . .., ay]
es una normalizacién de Noether de A, entonces d = n, porque k[ay, ..., aq)
es isomorfo al anillo de polinomios en d variables por ser aq, . .., ag algebrai-
camente independientes sobre k.

(2.3.8) Definicién. Se dice que una cadena de ideales primos del anillo A
es maximal si no existe ninguna otra cadena que contenga a la primera y
cuya longitud sea mayor.

(2.3.9) Proposicién. Si A es una k-dlgebra afin no nula y
k[ala"'aad] - A

es una normalizacion de Noether de A, entonces la dimension de Krull de A
es d.

Ademads, si A es un dominio de integridad, entonces toda cadena maximal
de ideales primos de A tiene longitud d.

Demostracién. Dado que A es entero sobre k[ay,...,a4 (pues es fi-
nitamente generado como médulo) y klay,..., a4 es isomorfo al anillo de
polinomios en d variables (por ser aq, ..., a4 algebraicamente independientes
sobre k), tenemos que

dim A = dimkloy, ..., aq] > d.

Reciprocamente, veamos por induccién sobre d que dim A < d.
Para d = 0 tenemos que k[, ..., aq] = k y no hay nada que probar.
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Sea d > 0 y supongamos que el enunciado es cierto en anillos de polinomios
en un numero de variables menor que d.

Sea qo C -+ C g, una cadena de primos distintos en Ay po C --- C p,, la
correspondiente cadena de primos (también distintos) en k[ay, . .., ay] donde
= q; Nk[aq, ..., aq4] para cada i.

Si m = 0, entonces m < d. Sea entonces m # 0.

Aplicando (2.3.5) al ideal (propio) p; # (0) de k[a, . .., aq] existen fy, ..., By
algebraicamente independientes sobre k tales que k[as, . . ., oyl es finitamente
generado como k[f, ..., f4]-mébdulo y

P NEKB, .., B = (Bstrs -5 Ba) CEk[Br,. .., Bal.

Como p; # (0), tenemos que § < d, pues si § = d entonces

pl N k[ﬂla .- '7ﬂd] = (O)’

y como k[ay,...aq| es entero sobre k[B31,...04] v (0) es un ideal primo de
klaa, ..., aq] seria p; = (0).
Luego k[(1, ..., Bs] es isomorfo al subanillo

k[ﬁl: .- '7ﬁd]/p1 N k[ﬂl: .- 'aﬂd]

de k[ag, ..., aq]/p1 vy por lo tanto k[, . .., 3] es una normalizacién de Noe-
ther de k[, ..., aq)/p1.

Aplicando la hipétesis de induccion a la cadena de longitud m — 1

(0) = p1/p1 Cpa/p1 C -+ C pm/M1

de primos de k[ay, . .., aq4]/p1 se tiene que m—1 < § < d, y de ahi que m < d.

Si A es un dominio de integridad y qo C --- C ¢, es una cadena maximal de
primos de A, entonces gy = (0) y ¢y, es un ideal maximal de A. La cadena
(0) =po C -+ C Py, también es una cadena maximal en k[, . . ., o).

En efecto, supongamos que existe un ideal primo p; C p C p;;1 para algin
i € {0,...,m — 1} y sea k[Bi,..., B4 una normalizacién de Noether de
klog, ..., aq) tal que

pi NVE[Br, -y Bal = (Boyas-- -5 Ba)-
Entonces k[f1, - .., (5], que es isomorfo al subanillo

kB, .., Bul/pi NE[Br, ..., B
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de [aq, ..., a4)/pi, es una normalizacién de Noether de k[, ..., oq]/pi. Co-
mo los ideales primos

(0) C p/pi C pit1/pi

son distintos y k[ay, . . ., ay]/p; es entero sobre k[(1, . . ., Bs], los ideales primos

de kB, - - -, Bs]
(0) C (p/ps) NE[By-- -, Bs] C (Piv1/pi) NE[BL, - - -, Bs]

son distintos.

Pero k[, ..., 3] es integramente cerrado (por ser dominio de factorizacién
tnica) y ademds es una normalizacién de Noether de A/q;, luego A/q; es
entero sobre k[f31, ..., 35] y por el teorema del descenso existe un ideal primo
q entre (0) y q;11/9:, lo que contradice la maximalidad de la cadena

do C - -- C qm.

Luego po C - -+ C p,,, €s maximal.

Veamos que m = d por induccion sobre d.

Si d = 0, entonces k[ay, ..., aq4] = k y trivialmente m = 0.

Si es cierto para los anillos de polinomios en menos de d variables, elijamos
una normalizacién de Noether k[, ..., B4 de ko, ..., a4 tal que

pLOVE[BL - Ba] = (Bsyrs - - -, Ba)-

Como klay, . .., ag] es entero sobre el anillo integramente cerrado k[, . . ., B4]
y h(p1) = 1, tenemos que h(Bs41,...,84) = 1. Porlotanto 6 =d—1, y la
cadena

p1/P1 CP2/p1 C - C Pm/M1

es una cadena maximal de longitud m—1 en k[, . .., aq|/p1, y k[B1, - - -5 Ba1]
es una normalizacién de Noether de (k[B1, ..., B4]/p1 NE[B1,- .., Ba] ¥y por lo
tanto de) k[ay, ..., aq]/p;1. Por la hipdtesis de inducciébn m —1=d—1, y de
ahi m = d. O

(2.3.10) Ejemplo. La dimensi6n de todo anillo finitamente generado (como
anillo) sobre el cuerpo k, (esto es, de toda k—dlgebra afin) es finita. En
particular la dimension del anillo de polinomios en n variables es n.

(2.3.11) Corolario. Sean p C q ideales primos distintos de una k-dlgebra
afin A. Entonces todas las cadenas que empiezan en p y terminan en (
maximales tiene la misma longitud.
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Demostracion. Sea

P=PoCpr C-Chm =1

una cadena como las del enunciado.
Entonces la cadena

(0) =po/p CP1/p C -+ C i/

del dominio de integridad B = A/p, que también es una k—dlgebra afin y
por tanto de dimension de Krull finita, se puede extender hasta obtener una
cadena maximal

(0) =po/PCP1/PC - CPu/P CPmi1/PC - C Prayr/P

cuya longitud es 7 +m = dim A/p.
La cadena
(0) =Pm/q C Pms1/4 C -+ C Prutr /9

es una cadena maximal de la k—élgebra afin y dominio de integridad C' = A/q,
asi que r = dim A/q, con lo que

m = dim A/p — dim A/q.
4

(2.3.12) Definicién. Si en un anillo A para cada par de ideales primos
p C g todas las cadenas maximales que empiezan en p y terminan en g
tienen la misma longitud, se dice que A es un anillo de cadena.

(2.3.13) Definicién. Sea k — K una extensién de cuerpos. Un conjunto
S C K se dice que es de trascendencia sobre k si cualquier parte finita de S
es algebraicamente independiente sobre k.

(2.3.14) Lema. Sea k — K una extension de cuerpos, S C K un conjunto
de trascendencia y « € K. Entonces S' = S U {a} es de trascendencia sobre
k si, y sélo si « es trascendente sobre k(S).

Demostracién. Sea « trascendente sobre k(S) y {aq,...,a,} C 5"

Si {aq,...,a,} € S, entonces ag, ..., a, son algebraicamante independien-
tes.

Si por el contrario {a;...,0, 1} C S, ap =y

m

J1se-Jn=0
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es tal que g(ay,...,a,) = 0, entonces

m

Z gi(aq, ..., an_l)a; =0,
=0

donde g; = Zjn:i Gyl -t para 0 < i < m. Luego

gi(ala . 'aan—l) =0

para cada 7, y como «q, ..., a,_1 son algebraicamente independientes, g; = 0
para cada ¢, con lo que g = 0.

Reciprocamente, si S’ es de trascendencia y
m
g(x) = Zaix“ € k(S)[z]
i=0

es tal que g(a) = 0, entonces existen a,...,q, € S tales que

a; = fila, ..., an)/h(ag, ..., a,)

para 0 <7 < m. Luego

0=h(ay,...,on)g(a) = Zfi(al, )l
i=0

y por ser S’ de trascendencia, hg = 0, de donde g = 0 por ser h # 0. O

(2.3.15) Definicién. Un subconjunto S de K se dice que es una base de
trascendencia sobre k si S es un conjunto de trascendencia sobre k£ maximal.

(2.3.16) Un conjunto S C K de trascendencia sobre k£ es una base de
trascendencia si, y s6lo si, K es algebraico sobre k£(S). En efecto, S es ma-
ximal si, y s6lo si para cualquier otro elemento o € K, S U {a} no es de
trascendencia, y en virtud del lema anterior, esto ocurre solamente cuando
todo elemento « € K es algebraico sobre &(S).

Si S C K « k, denotemos por s(S) a la expansién de S en K, esto es, a la
clausura integra de k(S) en K.

(2.3.17) Proposicién. Sea k — K una extensién de cuerpos.

(2.3.17.1) Si S C S’ C K, entonces s(S) C s(5");

(2.3.17.2) sia € s(S), entonces existe FF C S, F finito tal que « € s(F);
(2.3.17.3) S C s(S) para todo S C K;

(2.3.17.4) s(s(S)) = s(S) para todo S C K;

(2.3.17.5) sipes(SU{a})y B ¢ s(S), entonces o € s(SU{f}).
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Demostracion. Similar a la de los resultados analogos para espacios vec-
toriales. O

(2.3.18) Teorema. Sea k — K una extension de cuerpos. Si S C K es
un conjunto de trascendencia sobre k y S’ C K es tal que K es algebraico
sobre k(S'), entonces existe una base de trascendencia L" sobre k tal que

SCs"cs.

(2.3.19) Teorema. Si k — K es una extensién de cuerpos con grado de
trascendencia finito, entonces todas las bases de trascendencia sobre k tienen
el mismo cardinal, y este coincide con el grado de trascendencia.

Demostracion. Dado que toda parte finita de una base de trascendencia es
un conjunto de elementos algebraicamente independientes sobre k, podemos
asegurar que el cardinal de toda base de trascendencia es mayorado por

n = tr deg K =sup{s;Jay,...,as; € K algebraicamente independientes }.

Sean B = {aq,...,a.} y B' = {B1,..., B4} bases de trascendencia de K
sobre k. Entonces K es algebraico sobre k(B) y sobre k(B').

Dado que «; es algebraico sobre k(B’), podemos elegir una parte finita

Ol = {ﬂl)""/@dl}

(si no reenumeramos B') de B’ tal que oy es algebraico sobre k(C}) pero no
es algebraico sobre k(C) para todo C estrictamente contenido en Cj.

Si D C B'y «a es algebraico sobre k(D), entonces C; C D. En efecto,
supongamos que 3 € Cy pero 3 ¢ Dy C = C;\{#}. Dado que C estd
contenido estrictamente en Cy, a; no es algebraico sobre k(C'), pero como es
algebraico sobre k(C1), tenemos que (3 es algebraico sobre k({a1} U C). Por
ser oy algebraico sobre k(D), § es algebraico sobre k(C'UD). Pero g ¢ DUC
y {8} UC U D C B’ es de trascendencia — una contradiccién.

Luego C; C D para todo D C B’ tal que «; es algebraico sobre k(D).

Sea B} = {ai, B, ...,04}. Dado que oy es algebraico sobre k(B'), existe
1 < d; < d tal que oy es algebraico sobre k({f1,...,..., 04 }), pero no sobre
k(C) para cualquier otro C' C B’ que no contenga a {f, ..., 34 }. Entonces
oy es algebraico sobre k({81} U {fa,--.,B4}) pero (1 no es algebraico sobre
k({B2,...,B4}), tenemos que (; es algebraico sobre k(Bj). Luego todos los
elementos de B' son algebraicos sobre k(B]) y por tanto K es algebraico
sobre k(Bj)

Sea By = {ay, s, fs, ..., 34} Por una parte s es algebraico sobre

k({B2} U{au, B3, .-, Ba})
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pero no sobre k(«;), asi que existe un conjunto Co C Bj tal que ay es
algebraico sobre k(Cy) pero no sobre k£(C) cuando C' C B/ no contiene a Cs.
Como hay al menos un §; en Cy, podemos reenumerar {3, ..., 34} para que
B2 € Cy. Por otra parte (5 no es algebraico sobre k({a1, 8, -..,834}), por
que si lo fuese, entonces dado que «; no es algebraico sobre k({fs, - .., Ba}),
tenemos que «; es algebraico sobre k({fs,...,084}), En contradiccién con
la eleccién de ;. Luego (5 es algebraico sobre k(Bj) y por lo tanto K es
algebraico sobre k(Bj).

De esa manera se puede encontrar para cada i € {1,...,c} un conjunto

Bz{{ala .. 'aa’iaﬁi—l—la .- '7ﬂd}

tal que K es algebraico sobre k(B}). Por tanto ¢ < d, y simétricamente,
d < ¢, lo que implica que los cardinales de B y B’ coinciden. Il

(2.3.20) Ejemplo. Como un primer ejemplo, si K = k(xy,...,2z,) es el
cuerpo de fracciones del anillo de polinomios en n variables, entonces el grado
de trascendencia de K sobre k es n.

(2.3.21) Si B es un dominio de integridad entero sobre el subanillo A, en-
tonces el cuerpo de fracciones de B es algebraico sobre (el cuerpo de fracciones
de) A. En efecto, si b € B, b # 0, entonces existe un polinomio

flx) =2 +az® ' +---+a, € Alz]
tal que f(b) = 0y, dado que B es dominio de integridad, as; # 0. Luego
(b—l)s + ag_las—l(b_l)s_l 4+t as—l — 0’

de donde b~ ! es entero sobre A.

Por lo tanto, si k[ay, . . ., a4] es una normalizacién de Noether de k[x1, . . ., zy,],
entonces d = n, dado que d y n son los grados de trascendencia de los cuerpos
de fracciones de k[ay, ..., aq] v k[z1,. .., x,] respectivamente.

(2.3.22) Corolario. Sean py,...,ps todos los ideales primos minimales de
la k—dlgebra afin A y K; el cuerpo de fracciones de A/y; para cada i.

(2.3.22.1) La dimension de Krull de A es el mdximo de los grados de
trascendencia de las extensiones de cuerpos k — K; donde i € {1,...,s}.
Si en particular A es un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K,
entonces dim A = tr deg(k — K).

(2.3.22.2) SidimA/p; =dim A/p; para 1l <i,j < s, entonces
dim A = h(p) + dim A/p
para todo p € SpecA.
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Demostracién. (1) Dado que py,...,ps son los primos minimales de A,
toda cadena maximal de primos de A comenzara en alguno de ellos, y como
el supremo de las longitudes de las cadenas de primos de A que empiezan en
p; coincide con la dimensién del dominio de integridad A/p;, basta probar
que si A es un dominio de integridad, entonces su dimensién coincide con el
grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones.

En efecto, sea k[, . .., ay] una normalizacién de Noether de A. Entonces la
dimensién de A coincide con la de k[, - . ., aql, y €l grado de transcendencia
del cuerpo de fracciones del anillo de polinomios en d variables es d.

Por otra parte, si p es un ideal primo de A, entonces existe un ideal primo
minimal p; tal que p; C p. Para cualquier p; tal que p; C p, por (2.3.11) la
longitud de una cadena maximal que empieza en p; y termina en p coincide

con dim A/p; — dim A/p. O

(2.3.23) Corolario. Sea A una k-dlgebra afin. El mdximo niimero de ele-
mentos de A algebraicamente independientes sobre k coincide con dim A. Si
B es una subalgebra afin de A, entonces dim B < dim A.

Demostracién. En efecto, si d = dim A, entonces por (2.3.5) existe una
normalizacién de Noether de A, y por (2.3.9) estd generada por d elementos
algebraicamente independientes sobre k.

Reciprocamente, sean fi,..., 3, € A algebraicamente independientes sobre
k, y sean pi,...,ps los primos minimales de A (todo ideal I de A tiene un
nimero finito de divisores primos minimales por ser A noetheriano).

Como k[f1, - .., Bm] es isomorfo al anillo de polinomios en m variables, que
es un dominio de integridad, el nilradical de k[, ..., B] es cero, esto es,

i=1 i=1
Ademas, el cero de k[B, ..., Bn] es un ideal primo, asi que
pi VKB, ., Bn] = (0)

para algin i € {1,...,s}. Luego k[Bi,..., 5] puede ser considerado un
subanillo del dominio de integridad A/p;, y por (2.3.22.1), si K es el cuerpo
de fracciones de A/p;, entonces

m < tr deg ,K; = dim A/p; < dim A = d.

Si B es una subdlgebra afin de A, entonces el mayor niimero de elementos
algebraicamente independientes sobre k£ de B es menor que el de A. 0
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(2.3.24) Corolario. Sea A una k-dlgebra afin, con k infinito. Son equiva-
lentes:

(2.3.24.1) dim A =0;

(2.3.24.2) A es un k-espacio vectorial de dimension finita;

(2.3.24.3) SpecA es finito;

(2.3.24.4) MaxA es finito.

Demostracién. Sea klay,...,ay] un normalizacién de Noether de A.
dimA = 0 si, y s6lo si d = 0, y esto ocurre si, y sélo si A es finitamente
generado como k—espacio vectorial.

Dado que A es entero sobre k y noetheriano, si dim A = 0 por el proble-
ma (2.5.2) SpecA es finito, y por tanto también MaxA es finito.

Reciprocamente, si MaxA es finito, entonces Maxk|ay, .. ., aq] también es
finito. Si d # 0, entonces por ser k infinito el conjunto de ideales maximales
de k[ay, ..., aq4] contiene al conjunto infinito

{(or —a1,..., 0 — ad) }as,...ack-
Luego d = 0. O

(2.3.25) Corolario. Sea A una k-dlgebra afin. Si A es un dominio de
factorizacion inica e I es un ideal radical propio no nulo de A, entonces son
equivalentes

(2.3.25.1) dim A/p = dim A — 1 para todo divisor primo minimal p de I;
(2.3.25.2) [ es un ideal principal.
Demostracién. (1) = (2) Dado que A es dominio de integridad todas las

cadenas maximales tienen longitud dim A. Como A es noetheriano, hay un
un nimero finito pq, ..., ps de divisores primos minimales de I. Por hipétesis,

h(p;) = dim A — dim A/p; = 1,

asi que p; = (p;), donde p; es un elemento irreducible de A. Luego

I'=Radl =(\pi=(pr---ps)

i=1
(2) = (1) Si I es un ideal principal, pongamos I = (a), entonces a = p; - - - ps
con p; irreducible para cada i y los divisores primos minimales de [ son
p; = (pi), 1 € {1,...,s}. Luego
dimA/p; =dim A — h(p;) =dim A -1

para cada 1. ]
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(2.3.26) Proposicién. Sea V C A"k un conjunto algebraico afin no vacio.
(2.3.26.1) dimV <n ydimV =n si, y sélo si V = A"k;

(2.3.26.2) si todas la componentes irreducibles de V tienen la misma di-
mension d, entonces todas las cadenas maximales de variedades no vacias
contenidas en V' tienen longitud d. Si ademas V' es irreducible, entonces
la dimensién de V' coincide con el grado de trascendencia de su cuerpo de
funciones racionales sobre k;

(2.3.26.3) si todas las componentes irreducibles de V' tienen la misma di-
mensién y W C V es un cerrado irreducible no vacio, entonces

dimV = dim W + codimy W;

(2.3.26.4) (k infinito) dimV = 0 si, y sdlo si V es un conjunto finito;

(2.3.26.5) SiV es una variedad tal que k[V] es un dominio de factorizacion
tinica y ) # W C V es un conjunto algebraico afin, entonces las componentes
irreducibles de W tienen codimensién uno en V' si, y sélo si el ideal I, (W)
de k[V] es un ideal principal. En particular, W es una hipersuperficie en A"k
si, y solo si todas las componentes irreducibles de W tiene codimensién uno.

Demostracién. (1) La dimensién de V' coincide con la del anillo

ko, ..., w0l JI(V).

El enunciado es consecuencia de que los ideales primos de este anillo estan en
correspondencia biyectiva con los ideales primos del dominio de integridad
k[x1,..., 2, que contienen a I(V) y dim k[z,,...,z,] = n.

(2) Si las componentes irreducibles de V' tienen la misma dimensién d, en-
tonces por (2.3.9) la longitud de todas las cadenas maximales de primos de
k[z1,...,2,]/I(V) tienen longitud d, y dichas cadenas se corresponden con
cadenas maximales de cerrados irreducibles no vacios contenidos en V.

Si V' es irreducible, entonces la dimensién de V' coincide con la de la k-
algebra afin y dominio de integridad k[V], que por (2.3.22.1) es el grado de
trascendencia de su cuerpo de fracciones k(V') sobre k.

(3) Como la dimensién de las componentes irreducibles no vacias de V' es la
coaltura de los divisores primos minimales que se corresponden, por hipétesis
la dimensién de k[z1, ..., z,]/p; coincide con la de k[z1,. .., x,]/p; para cua-
lesquiera p; y p; entre los finitos divisores primos minimales de I(V'), asi que
por (2.3.22.2), si ) # W C V es un cerrado irreducible, entonces

dimV =dim&k[zy,...,z,]/I(V)
=dimk[zy,...,2,])/I(W) + h(I(W))
=dim W + codimy W.
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(4) SidimV = 0, por (2.3.24) el espectro
Spec(k[zy,...,z,]/1(V))

es finito, y como por cada punto de V' hay un ideal maximal de dicho espectro,
V' tiene un nimero finito de puntos. Reciprocamente, si V' es finito, entonces
Speck[z1,...,x,]/I(V) es finito, y por lo tanto dimV = 0.

(5) Consecuencia de (2.3.25). O

(2.3.27) Definicién. Un conjunto algebraico afin se dice que es una cur-
va (resp. superficie) algebraica si todas sus componentes irreducibles tienen
dimensién uno (resp. dimensién dos).

(2.3.28) Ejemplo. Si k es infinito, todo conjunto algebraico afin lineal es
una variedad lineal. Si V' C A"k es una variedad lineal definida por un
sistema de ecuaciones de rango r, entonces dimV =n — r.

En efecto, si el sistema de polinomios que define a V' es de rango r, existe un
cambio afin de coordenadas ¢ tal que (V) =V (z1,...,z,) (y su dimensién
es la misma puesto que un cambio afin de coordenadas ¢ induce un isomor-
fismo entre los anillos de coordenadas de V' y de ¢(V)). Dado que el anillo
de coordenadas de ¢(V) es k[x,11, ..., 2,], la dimensién de V es n — r.
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