Tema 4

Bases de Groebner

Las bases de Groebner se introducen para resolver, entre otros, los siguien-
tes problemas relativos a los ideales del anillo de polinomios k[zy,. .., z,]
algoritmicamente:

1. Problema de pertenencia a un ideal. Dado un ideal

I:(fla---:fs)

del anillo de polinomios y un polinomios f, ;se puede determinar cuan-
do f € I y cuando no?

2. Problema de calcular los puntos de un conjunto algebraico
afin. Si

V:V(fla"'afs)a

determinar si V' es o no finito y calcular todos los puntos p € V.

3. Problema de implicitacién. Si V' es un subconjunto de A"k tal que
sus puntos estan dados de forma parametrica por

al:f(tla---:ts)a---aan:fn(tla---ats)a

entonces V' es un conjunto algebraico afin. Calcular las ecuaciones que
lo definen.

Para n = 1, el problema de pertenecia a un ideal se resuelve con el algoritmo
de divisién euclidea: Si I = (g), entonces para todo polinomio f € k[z]
existen h,r € k[z], donde el grado de r es estrictamente menor que el de g,
tales que f = gh+ r. Entonces f € I si, y s6lo si r = 0.
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Para n > 0, si el conjunto algebraico afin V estd definido por polinomios
fi,--., fs de grado 1, entonces el problema de calcular los puntos de V' esta
resuelto por el algoritmo de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones line-
ales. En efecto, (ay,...,a,) € V si, y sélo si, (ai,...,a,) es una solucién del
sistema de ecuaciones lineales f; = --- = f, = 0.

Ademads, si V' es un conjunto de A"k parametrizado por los polinomios de
grado uno f1,..., fn € k[t1,...,ts], donde

fi=anti + -+ aists + b;
entonces el sistema de ecuaciones

arity + -+ asts — T = —b
ity + -+ -+ Ggsts — Ty = —by

Opitt + -+ Qpsts — Ty = _bi

se puede convertir en un sistema en el que el nimero de ecuaciones que no
dependen de %4, ..., %5 sea maximo, y en las que dependen de alguno de ellos
s6lo esté uno de los ¢;. Entonces V' es el conjunto algebraico afin definido por
las ecuaciones en las que no estdn %4, ..., t;.

4.1. Ordenes monomiales

Al igual que en el conjunto de las potencias de x del anillo de polinomios
k[x] hay definido un orden total, dado por el grado, nos plantearemos dotar
al conjunto de elementos zi'---xi* de k[zy,...,2,] de un orden total, que
ademas verifique determinadas propiedades.

Dado que dicho conjunto se corresponde biyectivamente con N X --- x N,
podemos asumir el problema de dotar a este producto cartesiano de un orden
total.

(4.1.1) Definicién. Un orden monomial en k[zi,...,x,] es una relacién
binaria “<” en N* = N x --- x N tal que:

(4.1.1.1) “<” es una relacién de orden total;
(4.1.1.2) sia, B,y Ny a < f, entonces a+v < f+7;

(4.1.1.3) “<” es un buen orden, es decir, todo subconjunto no vacio de N
tiene un elemento minimal para “<”.

(4.1.2) Ejemplo. El orden usual en N es un orden monomial en k[z].
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(4.1.3) Lema. Una relacién de orden “<” en N" es un buen orden si, y sélo
si para toda cadena decreciente oy < g < --- de N existe un n tal que
o; = «, para todo i > n.

Demostracion. Supongamos que “<” no es un buen orden, esto es, que
] 7

hay un conjunto ) # S C N* tal que S no tiene un elemento minimal. Sea

a € S. Entoces existe a > ay € S, ap # o 'y también as > a3 € 5, ay # agz,

y asi sucesivamente se construye una sucesion estrictamente decreciente en

N".

Reciprocamente, si a; > ap > --- es una sucesion estrictamente decreciente
en N", entonces S = {;}$2, es un conjunto no vacio que no tiene elemento
minimal. O

(4.1.4) Ejemplo. Orden lexicografico. Definamos en N”

aj:ﬂjsilgjgi—l,

(ala"'aan) <lex (ﬂla---aﬂn)@Hie{l""’n}{ai<ﬁ.

(o equivalentemente, definamos en el conjunto de monomios

a1 o
{27t - 20" ban,anen
la relacién

Odj:ﬂjsilgjfi—l,

.,L,?l___xgn <le$x11...xgn<:>37,€{1,,n}j{a<ﬁ )
R K3

La relacion
aSlemﬁéa:/Boa<lewﬂ

es un orden monomial en k[z1, ..., Ty,).
La reflexividad es consecuencia de la definicion de <.
Si
a=(ag,...,0p) # (Br,...,0,) =B €N

entonces existe ¢ € {1,...,n} tal que o; = f; paral < j < iy o; # [
Luego o bien «; < f;, con lo que a <je; 8 pero B £iex «, 0 bien «; > f;, con
lo que 8 <jez @ pero a £iep B-
Si

(6% Slem ﬂ Slem Y € Nnv

entonces existen i,j € {1,...,n + 1} tales que o = [ para 1 < k < 1,
Br =y paral <k < jyoa; <f (resp. B < ;) sii#n+1 (resp. si
j#n+1). Seal = min{i,j}, entonces ap = [ = Y para 1 < k <ly
o <y sil#n+ 1. Luego “<j,” es transitiva.
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Ademais, si a, 3 € N* entonces o bien o = (3 o bien o # 3, en cuyo caso, tal
como hemos visto en el parrafo anterior, o bien a <., (3, o bien 3 <j, a.
Luego “<;.;” es un orden total.

Si o <ep B, € N, entonces existe s € {1,...,n + 1} tal que a; = ; para
1<j<iyo <pfisii#n+1 Luegoa;+v, =0+ paral <j<iy
a;+v < Bi+visii#n+1,conloque a+y<pp+7.

Sea ahora a! >; @? >pep @2 >jep -+ - una sucesiéon en N*. Como el orden
usual en N es un buen orden, para cada i € {1,...,n} existe p; € N tal que
a! = of para todo j > p;. Sea p = sup{p1,...,pn}. Entonces o = o” para
todo j > p. Por (4.1.3), esto implica que “<;,” es un buen orden.

i

(4.1.5) El orden lexicografico depende de la ordenacién con que tomemos
las variables. En efecto, para el orden “<;.,” del ejemplo anterior,

T1 Zlex 2 Zlex " Zlex Tn-
Si 0 es una permutacion de orden n, el orden lexicografico con
Zo(1) 2 - 2 To(n)
viene dado por
a<l, BeFic {1,...,n},{a"“) =By sil<j <,
Aoi) < Poi)
La relacién “<? 7 es un orden monomial en k[z1, ..., %]

—lex

(4.1.6) Definicién. Sia = («oy,...,q,) € N*, denotemos por || a la suma
> ;. Sedice que un orden “<” en N* es graduado si siempre que || < |3
entonces a < [.

El orden lexicogrifico (con 1 > 9 > -+« > z,, por ejemplo) no es un orden

graduado, porque por ejemplo [(2,0)| < |(1,5)|, mientras que z2 > z,z3.

(4.1.7) Ejemplo. Orden lexicografico graduado. Definamos en N*

laf <[],
a <g s .
sies { o lal = 18]y @ <iex
Larelacién “<ge,” es un orden monomial graduado en k[z1, ..., 25| ¥y Z1 >giex
X2 >glew e >gle;c L.

De nuevo, para cada permutaciéon ¢ de orden n,

o] <6,

a<? &
stea {Ola\=|ﬂ|ya<?mﬂ
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define un orden monomial graduado en k[zy, ..., z,| con

xa(l) >Zlez '/1;0'(2) >Zlem o >Zl61‘ '/Lla(n)

(4.1.8) Ejemplo. Orden lexicogréfico inverso. Definamos en N"

laf < [B],
a <greviez B & . a;=0;sii<j<n, .
grevlex _ j J = I,
olal=18ly die{l,...,n},
Y o; > f
La relacién “<greye,” €s un orden monomial graduado en k[z1, ..., z,] en el
que T, >grevle:c 4] >grevlex T >gre1)lew Tp.
Si o es una permutacion de orden n, entonces
a
« Sgrevlea) ﬂ - (aa(l)a .. aaa(n)) Sgrevlez (Ba(l)a sy Ba(n))
es un orden monomial graduado para el que
g ag
Lo(1) >gre'ulez e >grevlem T -

(4.1.9) Sin = 1, entonces <;e;=<giez=<grevtes ¥ coincide con el orden
usual en N.

Sin = 2, entonces SglewESgrevlew;éSlew-

Sin = 3: entonces Slemg—égglemg—éggrevlez- Por ejemp107 $2y23 Sgrevlem xy322
pero 2%yz3 > yier 2y?2%

En general, sin > 2y a € N* con «; > 1 para algin ¢ € {1,...,n — 1},
entonces {f € N*; § <., @} es no finito.

Sin embargo, si < es un orden graduado, entonces {3 € N*; 8 < a} es finito

para todo o € N”.

(4.1.10) Definicién. Sea “<” un orden monomial en k[zq,...,z,]. Si
f= Z CaXP - € klxy, ..., xp],
aeNn
entonces

(4.1.10.1) se llama exponente inicial de f respecto de “<”, y se denota
exp< f, a max{f € N;cg # 0} (usando el orden total “<”);

(4.1.10.2) se llama monomio inicial de f respecto de “<”, y se denota
Im<f,ax® =2z ---25" donde o = exp< f;

(4.1.10.3) se llama coeficiente director de f respecto de “<”, y se denota
por le< f, a ¢, tal que o = exp< f;

(4.1.10.4) se llama forma inicial de f respecto de “<”, y se denota in<f,
a CoX® = cox" -+ - 22 donde a = exp< f.
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(4.1.11) Ejemplo. Sea
u = (ug,...,u,) € N'\{(0,---,0)}
y “<,” un orden monomial en k[zq,...,z,]. Definamos

a-u<f-u
oa-u=p-ua<, "

(ala-"aan) <U,u (ﬁlaaﬂn)@{

La relacién <, , es un orden monomial en k[zy,...,2,] que se denomina
orden pesado determinado por u y el orden <,.

i
: 44 7 44 7

Stu=(1,...,1,0,...,0) y “<;"= “<yreyies”, al orden pesado <, grepies S€ le

denomina 7—ésimo orden de eliminaciéon porque verifica la siguiente propie-

dad:

(4.1.11.1) 7—ésima propiedad de eliminacién: Si f € k[z1,...,2,] e
infu,grevle:cf E k[l"H‘l’ LR 7$n]’
entonces f € k[z;i1,-.., Ty

El orden “<;.,” también verifica esta propiedad.

(4.1.12) Ejemplo. Sea “<;” un orden monomial en k[xy,...,z,] y “<p”
un orden monomial en k[yy, ..., yn,]. La relacién <, donde
(ali . 'aanaa’n+1: . 'aan+m) < (1617 .. 'aﬂnaﬁn+17 st aﬂn+m)

PE {(ala"'aan) <1 (ﬂlr--;ﬁn)

o (ala .. '7a'n) = (ﬂla"' 7/6'n)7 (aTH—lv' . .,Oén+m) <2 (ﬂn-i—l?' . "ﬂn—l—m)v

es un orden monomial en k[zi,...,Zn,Y1,-.-,Ym| que se denomina orden
producto de <; y <s.

(4.1.13) Proposicién. Sea “<” un orden monomialen k[zy ..., z,|y f,g €
k[xy...,z,]. Entonces

(4.1.13.1) exp (fg) =exp f + exp g;
(4.1.13.2) in (fg)=in f+ing;
(4.1.13.3) exp (f + g) < max{exp f,exp g}.
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