Bases de Groebner

4.2. Lema de Dickson

(4.2.1) Definición. Un ideal I de k[x_1 . . . , x_n] se dice que es monomial si existe E ⊆ N^n , E ≠ ∅ tal que I = (x^α; α ∈ E).

(4.2.2) Lema. Si I = (x^α; α ∈ E) es un ideal monomial de k[x_1, . . . , x_n], entonces un monomio x^β pertenece a I si, y sólo si existe α ∈ E tal que β = α + γ para algún γ ∈ N.

Demostración. Si β = α + γ, con γ ∈ E, entonces x^β ∈ I. Recíprocamente, si x^β ∈ I, entonces existen α^1, . . . , α^s ∈ E y h_1, . . . , h_s ∈ k[x_1, . . . , x_n] tales que x^β = s∑ i=1 x^{αi} h_i. Si h_i = ∑_{ri} j=1 c_{ij}x^{γij} , entonces

x^β = s∑ i=1 r_i∑

j=1 c_{ij} x^{αi+γij} , de donde existe i, j tales que β = α^i + γ^{ij}. □ (4.2.3) Lema. Sea I = (x^α; α ∈ E) un ideal monomial de k[x_1, . . . , x_n] con ∅ ≠ E ⊆ N^n . Entonces f ∈ I si, y sólo si los monomios de f pertenecen a I. Recíprocamente, si I es un ideal de k[x_1, . . . , x_n] de manera que los monomios de cualquier elemento de f pertenecen a I, entonces I es monomial. Demostración. Sea I = (x^α)_{α∈E} monomial y f ∈ I. Si f = ∑_r j=1 a_j x^{βj} , entonces existen α^1, . . . , α^s ∈ E y h_1, . . . , h_s ∈ k[x_1, . . . , x_n] tales que f = s∑ l=1 h_lx^{αl} .

118 Tema 4 Bases de Groebner

Si h_i = ∑_{ri} j=1 c_{ij}x^{γij} , entonces f = r∑ j=1 a_j x^{βj} = s∑ i=1 r_i∑

j=1 c_{ij} x^{γij +αi} ,

de donde a_jx^{βj} es combinación lineal de potencias x^{γij +αi} , y por lo tanto pertenece a I.

Recíprocamente, si los monomios que forman un polinomio f pertenecen a I, entonces f también pertenece a I por ser suma de elementos de I. Sea ahora I un ideal tal que f ∈ I si, y sólo si los monomios de f pertenecen a I. Si E es el conjunto de todos los exponentes de los monomios de los elementos de I, entonces {x^α}_{α∈E} ⊆ I ⊆ (x^α)_{α∈E} , y por lo tanto I = (x^α)_{α∈E} . □

(4.2.4) Lema. (de Dickson). Si I = (x^α; α ∈ E) es un ideal monomial de k[x_1, . . . , x_n] con ∅ ≠ E ⊆ N^n , entonces existen α^1, . . . , α^r ∈ E tales que I = (x^{α1} , . . . , x^{αr} ).

Demostración. Inducción sobre n.

Si n = 1, entonces el ideal monomial I = (x^α; α ∈ E) es principal y generado por x^β, donde β = min E.

Supongamos que todo ideal monomial I = (x^α; α ∈ E) de k[x_1, . . . , x_{n−1}] es generado por un subconjunto finito de {x^α}_{α∈E} , y sea I = (x^α; α ∈ E) un ideal monomial de k[x_1, . . . , x_n]. Denotemos a x_n por y, y consideremos el ideal monomial J de k[x_1, . . . , x_{n−1}] generado por el conjunto {x^α; ∃r ∈ N, x^α y^r ∈ I}. Por la hipótesis de inducción, existen α^1, . . . , α^s ∈ N^{n−1} y m_1, . . . , m_s ∈ N tales que x^{αi} y^{mi} ∈ I y x^{α1} , . . . , x^{αs} genera J. Sea m = max{m_1, . . . , m_s}, y consideremos los monomios x^{α1} y^m, . . . , x^{αs} y^m ∈ I.

Para cada p ∈ {0, . . . , m − 1} sea J_p el ideal monomial de k[x_1, . . . , x_{n−1}] generado por los monomios x^α tal que x^αy^k ∈ I. Por la hipótesis de inducción, existen α^{p1}, . . . , α^{psp} tales que x^{αp1} , . . . , x^{αpsp} genera a J_p. El conjunto S = {x^{α1} y^m, . . . , x^{αs} y^m} ∪ ( m−1⋃ p=0 {x^{αp1} y^p, . . . , x^{αpsp} y^p}) es un sistema generador de I.

Manolo García Román, 2000

4.2. Lema de Dickson 119

Además, si {x^{β1} , . . . , x^{βs} } es un sistema generador de I = (x^{α1} )_{α∈E} , entonces cada x^{βi} es múltiplo de un x^{αi} con α^i ∈ E y por lo tanto {x^{α1} , . . . , x^{αs} } es un sistema generador de I. □ (4.2.5) Corolario. Sea “≤” una relación en N^n tal que (4.2.5.1) “≤” es un orden total;

(4.2.5.2) si α ≤ β, γ ∈ N^n entonces α + γ ≤ β + γ; (4.2.5.3) α ≥ (0, . . . , 0) para todo α ∈ N^n . Entonces “≤” es un orden monomial en k[x_1, . . . , x_n].

Manolo García Román, 2000