Bases de Groebner

4.3. Algoritmo de division
(4.3.1) Proposicién. (Algoritmo de divisién de Hironaka). Sea “<”
un orden monomial en k[xy,...,x,| y fi1,---, fs € klz1,...,2,]. Sea

i—1

Ay =expfi +N' | A= (eapfi + N\ [ J A

j=1
para cadai € {2,...,s} y
8
A=N\JA,
i=1
Entonces para todo f € k|zy,...,x,] existen unos iinicos

Qy-eey s, T € k[T, .0, 2,]

tales que
(4.3.1.1) f=aqfit+- - +afs+r;

(4.3.1.2) siq; # 0, ¢; = >, caX?* entonces o + expf; € A; para cada
a € N* tal que ¢, # 0;

4.3.1.3) sir= caX®, entonces oo € A para cada « tal que cqxo.
a #

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que qy,...,qs, 7
Yy, ... g1 € k[r1,...,x,] satisfacen (1),(2) y (3). Entonces

O=f-f=@-a)i+ - +(g—g)fs+ (=1
Supongamos que r # r'. Luego

(—d)fi++(@—¢)fs=—(—1")#£0.
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Pero esto contradice el hecho de que A4, ..., A, A es una particién de N*,
yaque in(r —r') € A e

n((¢r — ¢ fr + -+ (¢ — ¢4) fs) € U, A
Por lo tanto r = r'.

Sea i €1,...,sy supongamos que ¢; # ¢.. Dado que

(q;—%')fi = (Q1—Q1)f1+' : '+(Qi—1_qz{—1)fi—1+(Qi+1_qz{—‘,—l)fi—l—l"_' : '+(Qs—q;)fs,

esto contradice que A; N, ,; A; = 0, ya que

m(q; —qi)fi € A

in((qr —q)fr + -+ (Gi-1 — gi_1) fiza

+(Gir1 — Qi) firr + -+ (a5 — @) fs) € U Aj.
J#
Luego ¢; = ¢, para cada i.
Para probar la existencia, describiremos el algoritmo.
Comencemos con ¢ = --- =q, =7 = 0y sea f = fO fO @ 1a
sucesién de polinomios construida recursivamente por

£ = fO —inf®, siinf € A,y en ese caso sumamos inf® a r
T fD —inf@ finf; f;, st inf € Ay, y sumamos inf®/inf; a g;
De esta manera obtenemos una sucesiéon decreciente para el orden monomial
“S”
eapf® > expf® > expf® > -,
y dado que “<” es un buen orden, existe p tal que f = f® para todo i > p.

Esto significa que f® =0, y por lo tanto ¢i,...,qs, 7, que por construccién
satisfacen (2) y (3), verifican que

f:q1f1+"'+qsfs+r-
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