Bases de Groebner

4.4. Algoritmo de Buchberger

(4.4.1) Definicién. Sea “<” un orden monomial en k[zy,...,z,] e I un
ideal no nulo de k[z1,...,z,]. Se llama ideal inicial de I, y se denota in</
al ideal (monomial) generado por
fincfif € I,
(4.4.2) Definicién. Sea I un ideal no nulo de k[z1,...,z,] y “<” un orden
monomial. El conjunto {gi,...,9s} C I es una base de Groebner de [ si
inSI = (inggl, ceey inSgS).

(4.4.3) Proposicién. Todo ideal no nulo I admite una base de Groebner
respecto a un orden monomial fijado.

Demostracién. Dado que inl = ({inf; f € I}) es monomial, por (4.2.4)
existen g1, ..., gs € I tales que inl = (ingi, . ..,ings). d

(4.4.4) Proposicién. Una base de Groebner {g,...,gs} del ideal no nulo
I para un orden monomial “<” dado es un sistema generador de I.

Demostracién. En general, (¢1,...,9s) C I. Supongamos que esta inclu-
sién no es una igualdad, y sea f € I'\(g1,-.-.,gs) de exponente inicial el mas
pequeno posible, esto es,

expef = min{exp. g;9 € I\(g1,...,95)},

que existe porque “<” es un buen orden.

Como inf € inl = (ingy,...,ing,), existen hy, ..., hy, que podemos suponer
7 7 7 7 7 ?

que son monomios, tales que

S
nf = Z hiing;.
i=1
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Luego
h:f_zhigi €1,
i=1
con exph < expf y sin embargo h & (g1, -.,9gs) porque entonces

felg,- -9

Esto contradice la minimalidad de expf, y por lo tanto I = (g1,..., gs).
Ol

(4.4.5) Definicién. Una base de Groebner {g¢i,...,gs} de I se dice que es
minimal si {ingi,...,ings} es un sistema minimal de generadores de inl,
esto es, tal que

anz ¢ (ingla s 7ingi—17 ingi-}—lv teey ans)
para cada i € {1,...,s}.

(4.4.6) Nota. Sea “<” un orden monomial. Todo ideal I de k[z1,...,z,] no
nulo tiene una base de Groebner minimal. En efecto, sea G = {g1, ..., g5} una
base de Groebner de I para “<”. Siing; € (ings, ..., ings), sea G1 = G\{g1},
y si no, sea G; = G. Definamos recursivamente G;: si ing; € (ing; g € G;_1),
sea G; = G;_1\{gi}, y en caso contrario, sea G; = G;_; para cada i €
{2,...,s}. El conjunto G, es una base de Groebner minimal de I.

(4.4.7) Proposicién. Sea J un ideal monomial de k[x, ..., x,|. Existe un
nico sistema generador minimal de I formado por monomios monicos.

Sea “<” un orden monomial e I un ideal no nulo de k[z1,...,z,]. Dos bases
de Groebner minimales de I tienen el mismo niimero de elementos y los
conjuntos de exponentes iniciales coinciden.

Demostracién. Sean {xal, LxY )y {Xﬂl, .. .,Xﬂt} dos sistemas gene-
radores minimales de J. Para cada i € {1,...,s}, dado que x* € J, existe
je{l,...,t} y v € N* tales que o’ = 3 +, y a su vez existe [ € {1,...,s}
y 6 € N* tales que 3/ = o! +§. Luego o = o! + v + 4§, y como el sistema es
minimal, i =1y v =6 = 0, con lo que o = 3?. Luego

{o},...,a®} C{BY..., 8}

El otro contenido se prueba de forma simétrica.

Sean ahora {g1,...,9s} vy {h1,..., h:} dos bases de Groebner minimales para

el orden “<”. Dado que {ltgy,...,ltgs} y {lthy,...,lth:} son sistemas gene-

radores minimales de in/, tenemos que son iguales y por lo tanto que s = t.
O
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(4.4.8) Nota. En general dos sistemas generadores minimales de un ideal
de k[z1,...,z,] no tienen el mismo nimero de elementos. Por ejemplo, {z}
y {z+2?% z*} son sistemas generadores minimales de () y sus cardinales son
distintos.

(4.4.9) Definicién. Sea “<” un orden monomial e I un ideal no nulo de
k[x1,...,2,). Se define la escalera de I como el conjunto de exponentes
iniciales de los polinomios de una base de Groebner minimal de 1.

(4.4.10) Proposicién. Sea “<” un orden monomial. Si I es un ideal no
nulo y {a',...,a} es la escalera de I, entonces

{expf; fel} = Uozi—i-N”
=1

(a este conjunto se le denota expl ).

(4.4.11) Definicién. Sea “<” un orden monomial e I # (0) un ideal de

k[x1,...,2,). Se dice que una base de Groebner {gi,...,gs} es reducida si
(4.4.11.1) g¢i,...,gs son monicos, esto es,
ing; = X9

para cada i € {1,...,s};
(4.4.11.2) sig; =), c,X®, entonces
x* ¢ (ingla R ingi—l: ingi—i—la SRR gs)

si cq # 0.

(4.4.12) Proposicién. Si{gi1,...,9s} v {g!,--.,g;} son bases de Groebner
reducidas de I # (0) para el orden “<” entonces {g1,...,9s} ={g%,---, 9}

Si “<” es un orden monomial y {fi,..., fs} es una familia de polinomios,
denotaremos por f R {fi,..., fs} al resto de la divisién de f por fi,..., fs.

(4.4.13) Proposicién. Si{gi,...,9s} v {9},---,9;} son bases de Groebner
del ideal I # (0) para el orden “<” entonces

fR{glaags}:fR{giaagz}

para todo polinomio f.
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Demostracion. Sea

r=fR{g,...,9s} y " =fRA{dg,.... 9}

Siqi,...,qs Y qi,-..,q; son los cocientes de la divisién, entonces
O=f—f=gq+ - +9sas—g1q1 — - — giq; + (r —1').
Luego
r'—r=gq 4+ 94— 9191 — - — 9iq; € 1.

Si r # r', entonces exp(r' —r) € AUA’, y por otra parte,
in(r' —r) € inl = (ingy, . .., ings) = (ingy, .. .,ing,),

luego
exp(r' —r) UA ﬂUA

que es el complementario de A U A’.
Luego r = 7. d

(4.4.14) Proposicién. Sea I # (0) y “<” un orden monomial. EI conjunto
{g1,--.,9s} € I esuna base de Groebner de I si, ysélosi f R{g1,...,9s} =0
para todo f € 1.

Demostracién. Supongamos que {g1,...,gs} € I es una base de Groebner
del.Sifelyr=fR{g,--.,9s}, entonces r € I. Si r # 0, entonces

inr € inl = (ingi, ..., ings),

y por lo tanto, exp r, que sabemos que es un elemento de A, se puede expresar
€omo

S

erpg; +v € U expg; + N') = U
j=1 7j=1

para algin v € N* — una contradicciéon. Luego r = 0.

Reciprocamente, si f € I 'y q1,...,qs son los cocientes de la division, entonces
f=aq91 +---+qs9s- Dado que

erpg;g; = expq; + expg; € A;

para cada ¢ y los conjuntos A; son disjuntos dos a dos, tenemos que la forma
inicial de f es
inf =ingig; = ingiing,
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para algin i € {1,...,s}, y por lo tanto
inf € (ing, ..., ings).
Como inl estd generado por {inf; f € I}, tenemos que
inl C (ingy,...,ings),

y de ahi la igualdad puesto que g1,...,9s € I.
Luego {g1,...,9s} es una base de Groebner. O

(4.4.15) Definicién. Sea “<” un orden monomialy f, g € k[zy,...,z,]. Se
llama S—polinomio de f y g, y se denota por f S g a

fSg=mx"f —ax’Fg,

donde expf = a = (oq,...,04), expg = B = (B1,...,0n), inf = ax®,
ing =bx"y v =(v,...,%) con v; = max{a;, 53}
(4.4.16) Lema. Sea “<” un orden monomial. Si fi,..., fs € klx1,...,x,] ¥

expf; = expf; para todoi,j € {1,...,s}, y f=>7 cificoney,...,c; €k
es tal que expf < expf;, entonces f es combinacion lineal de {f; S f;}i<ij<s-

Demostracion. Si a = expf; = --- = expf, e inf; = a;x*, entonces
Yoiicai =0y X X
fi S fi=a; fi—a; [;

para cada ¢, 7. Entonces

f=cafi+t-+cfs
=ciai(a;' fi — a3 fo) + craray  fo +cafo + o 4 csfs
=ciai(a; ' fi — a3 fo) + (cra1 + c2a0) (a5 " fo — a3 ' f3)
+(c1a1 + caaz)az ' fa+esfs + -+ cofs
=ciai(a; ' fi — a3 fo) + (cra1 + coa0) (a5 " fo —az ' f3) + - -
+(crar 4+ -+ esras1)(a;t foor — a; ) + (arer + - -+ ages)a; !t fy

y (a1c1 + -+ + ascs)a; tfs = 0. O

(4.4.17) Teorema. (de Buchberger). Un sistema generador { fi,..., fs}
del ideal I # (0) es una base de Groebner para el orden monomial “<” si, y
sélo si

fiSfy R{fi,..., fs} =0
para todo i,j € {1,...,s}.
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Demostracién. Dado que f; S f; € I, si {fi1,...,fs} es una base de
Groebner de I, entonces

para cada i,j € {1,...,s}.
Reciprocamente, sea f € I. Dado que {fi,..., fs} es un sistema generador
de I, existen hy, ..., hs € k[z1,...,x,] tales que

f:glh1+"'+fshs-
Como “<” es un buen orden, hq,..., h; pueden ser elegidos tal que
o = max{exp(hif;) = exp(hi)ezp(fi);1 < i < s}

sea lo menor posible.
Sea
T={ie{l,...,s};exp(hif;) = a}
e inh; = cixai parai € T.
Si exp f = «, entonces

nf = Z cixaiinfi

i€T
y por lo tanto inf € (infi,...,inf;).
Si expf < o, entonces ), c¢x“inf; =0, y por lo tanto

9= cx"f;

€T
es un polinomio tal que
expg < exp(xai fi) = exp(xaj fi) = .

Por el lema (4.4.16), existen d;; con ¢ # j € T tales que

9=y dij(x*' fi S x f;).

i£jeT

Por hipétesis, (fi S f;)R{fi,---, fs} = 0 para todo i,j. Sean ¢7,..., " los
cocientes de la divisién de f; S f; entre fi,..., f;. Entonces

(i SH)=d"fi+ - +d'f,
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y ..
exp(fi S f;) = max{exp(q f1);1 <1 < s}.
Luego
(" fi S x* f;) = m(;(Tfi)xaifi - m(;;Tfj)xajfj
x“ x¢
= mfz — m‘fj

=x*"(fi 5 f;)

— a7 ij a—y4 ij
=X ¢ i+ +x q7 fs

donde v = (max{0, 61}, ..., max{fs, ds}), siendo B = expfi y 6 = expf;, y
por lo tanto

a > exp(x® fi S x¥ f;) = exp(x* " (f; S f;)) = @ — 47 + exp(fi S f;)

=a — 7 4+ max{exp(q’ fi);1 <1 <s} = max{exp(x*"" g fi);1 <1< s}

Tenemos entonces que

9= d(x"f; SxVf)= D dyx g it xS,

i#j€T i#j€T
y de ahi
f=hfi+ RS
para ciertos h},...,h%, con maxexp{h,f; : 1 <i < s} < @ — una contradic-
cién.
Luego expf = a y como hemos visto, inf € (ingi,...,ings). 1

(4.4.18) Algoritmo de Buchberger. Sea “<” un orden monomialy F' =
{f1,.-., fs} un sistema generador de I # (0). Construyamos recursivamente
para i < j € {1,...,s} (dotando al conjunto de esos pares (7, ;) del orden
lexicogrifico de N?, por ejemplo) afiadiéndole a cada F’ el polinomio h =
(fi S f;)RF'si h # 0y comenzando con F' = F'.

Si el resto de la divisién de algin S—polinomio de polinomios de F’ entre F”
no es cero, entonces hacemos lo mismo con F’ y obtenemos F".

El proceso termina con una base de Groebner G en un numero finito de
pasos. En efecto,

(4.4.19) Ejemplo. Calculemos una base de Groebner para el orden mono-
mial “<ge;” con x >, y del ideal T = (2° — 22y, 2%y — 2y + ) C k[z, y].
Sean f1 = 2® — 2zy, fo =2’y — 2> +xy F = {f1, o}
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e i S fa=yfi—xfy=—2%
El resto de la divisién de f; S fo entre {f1, fo} es —a? # 0. Sea
f3 = _xQ y F= {f17f27f3}'
o 1§ fs=—fi—afs=2uzy.
El resto es (f1 S fs)R{f1, fo, f3} = 22y # 0. Sea fy =22y y F =
{flaf?af3af4}-
o 1 S fu=2yf1 —2*fy = —dxy?.
El resto es (f1 S fa)R{f1,-.., f1} =0.
e foS fs=—fo—yfs =2y°—x.
El resto es (fo S f3)R{f1,...,fa} = 2y> —z. Sea f5s = 2y> —x y
F={f1, f2, f3, f4, 5}
o f1 S fs=2f —a*fs =2t — 2xy°.
El resto es (f1 S f5)R{f1,-.., fs} =0.
o 58 f1=2yfo—xfi=—4y>+ 2zy.
(f2 S fo)R{f1,-.-, fs} = 0.
o oS fs=2yfo—a’fs =1® —4y° + 2xy.
(f2 S fs)R{f1,...,[5} =0.
e 35 fu=2yfs+afi=0.

o f3S fs=2y2f3+a%fs = —a3.
(fs S f5)S{f1,.... fs} =0.

o 1S fs=yfs—xfs =2
(f4 S fS)R{fla tey f5} =0.
F = {z® — 2zy, 2%y — 2y? + =, —22, 22y, 2y> — x} es un sistema generador de
I (porque {fi, fo} loesy fi€ I paral <i<5)yademéds (f1 S fj)RF =0

para cada i < j € {1,...,5}. Luego F es una base de Groebner de I para el
orden “<g.,”.

(4.4.20) Nota. La base de Groebner reducida del ideal I = (fi,..., f,) #
(0) para el orden “<” se puede calcular siguiendo los siguientes pasos:

1. Calcular una base de Groebner F' de I mediante el algoritmo de Buch-
berger.
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2. Extraer una base de Groebner minimal G desechando los elementos
de F' cuya forma inicial pertenezca al ideal monomial de las formas
iniciales de los demas elementos de F'.

3. Normalizar la base GG, es decir, multiplicar cada polinomio de G por el
inverso del coeficiente de la forma inicial para hacerlo ménico.

4. Si G = {¢1,...,9s} es una base de Groebner minimal normalizada,
entonces G' = {g1,...,9.}, donde

gzl = g’LR{gla ey 9i-1,Gi415 - - - 798} €l
para cada ¢, es la base de Groebner reducida.

En efecto, si G = {g1,...,¢s} es una base de Groebner minimal normalizada,
entonces ing; € (ingy, . .., ing;i_1,iNgi11,---,ings) y por lo tanto

an; = Zn(ng{gla <oy 9i—1y Git1y - - - gs}) = anz

para cada i. Luego (ingi,...,ing.) = (ingi,...,ings) = inl, o sea, G’ es una
base de Groebner de I que ademads es normalizada porque G lo es. Por otra
parte, por ser g; el resto de la divisién de g; entre {g1,...,9i—1,Git1,---,9s},

sig; =D ,CaX" Y cq # 0, entonces o ¢ U#i expg; + N*, con lo que c,x* ¢
(ania R ing;—la ingz{—i—l’ tre anfs‘)

(4.4.21) Ejemplo. Calcular la base de Groebner reducida del ideal I del
ejemplo anterior.

La base de Groebner
F={fi=2%-2zy, fo =2y — 2y + =, fs = —2°, f1 = 2y, f5 = 2y* — z}

no es minimal puesto que por ejemplo infi,infs € (infs,infs,infs). Si de-
sechamos f; y fo, y normalizamos f3, f4 y f5 obtenemos la base de Groebner
minimal G = {g; = 2%, g, = 7y, g3 = y* — 1/2z}. Ademas, en este caso G es
la base reducida porque —1/2z & (ing;, ings).

(4.4.22) Ejemplo. Calcular la base de Groebner reducida de I = (23, 2%y —
y®) para “<j.;” con T >y y.

Sea fi =2 fo=a*y—y*y F ={f1, fo}.

o 1S fo=yfi—zfo= 35?13-
(fr S fo)R{f1, fo} = zy’. Sea fs=ay’y F = {11, f2, f3}.

o i Sfs=y*fi—a’f3=0.
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o foS fa=y’fo—xfs =—y°
(f2 S f3)R{flaf25f3} = _y5 7& 0. Sea f4 = _y5 y F = {flaf?af3:f4}-

o 1S fu=y’fi+2*fy=0.

e oS fu=yfo+22fs=—y".
(f2 S f4)R{f17f27f3:f4}:0-

o f3S fu=y*fs+afs=0.

Luego F = {x®, 2%y — y3, 243, —y°} es un base de Groebner de I para “<;,”.
Ademds es minimal, y G = {g; = 2%, 9o = 2%y — %, 93 = 79%, 94 = y°} es una
base minimal normalizada.

91 = glR{92,93,94} =2° ; 9; = 92R{91;93,94} = .’L"Qy - y3 )

95 = 9sR{g1, 92,94} = xy® ., gy = gaR{91, 92,95} =¥ .
G' = {z?, 2%y — y3, 23, y°} es la base de Groebner reducida de 1.
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